
VK
Institutionen för Matematik
Avdelningen för Optimeringslära och systemteori

Tentamen i 5B1816 Tillämpad matematisk programmering—ickelinjära problem.
Torsdagen den 6 mars kl. 8.00–13.00.

Kortfattade lösningsförslag.

1. (a) Ja.

(b) Ja.

(c) Nej.

(d) Ja.

(e) Ja.

2. (a) Vi ser att x∗ är en till̊aten punkt där bivillkor 2 är det enda bindande bivillkoret.
Eftersom ∇g2(x∗) 6= 0 måste det finnas λ∗2 s̊a att ∇f(x∗) = ∇g2(x∗)λ∗2 om x∗
ska vara en lokal minpunkt. Detta är uppfyllt för λ∗2 = 1.
Därmed f̊ar vi fortsätta undersöka andra ordningens optimalitetsvillkor. Vi f̊ar

∇2
xxL(x∗, λ∗) = ∇2f(x∗)− λ∗2∇2g2(x∗) =


2 3 0
3 2 0
0 0 −5

 .
En matris Z(x∗) vars kolumner bildar bas för null(∇g(x∗)T ) ges exempelvis av

Z(x∗) =


1 0
0 1
0 0

 .
Därmed blir

Z(x∗)T∇2
xxL(x∗, λ∗)Z(x∗) =

(
2 3
3 2

)
,

vilket inte är en positivt semidefinit matris. (Exempelvis är dess determinant
negativ.) Allts̊a är x∗ en reguljär punkt som inte uppfyller andra ordningens
nödvändiga optimalitetsvillkor. Därmed är x∗ inte en lokal minpunkt till (P ).

(b) Vi behöver lägga till ett bivillkor s̊a att reducerade Hessianen till lagrangefunk-
tionen blir positivt definit. Exempelvis kan vi välja x2 = 0. Därmed blir

Z(x∗) =


1
0
0

 ,
1
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vilket ger Z(x∗)T∇2
xxL(x∗, λ∗)Z(x∗) = 2 > 0. Eftersom de bindande bivillkoren

b̊ada är likhetsbivillkor är det därmed en lokal minpunkt. Valet är allts̊a a = (0
1 0)T och b = 0. (Det finns m̊anga möjliga val av a och b.)

3. (Se kursmaterialet.)

4. Vi har

f(x) = (x1 + 2)2 + (x2 + 3)2, ∇f(x) =

(
2(x1 + 2)
2(x2 + 3)

)
, ∇2f(x) =

(
2 0
0 2

)
,

g1(x) = 1− 1
2
x2

1 −
1
2
x2

2, ∇g1(x) =

(
−x1

−x2

)
, ∇2g1(x) =

(
−1 0

0 −1

)
,

g2(x) = x2, ∇g2(x) =

(
0
1

)
, ∇2g2(x) =

(
0 0
0 0

)
.

Insättning ger första QP-problemet enligt

min 3
2p

2
1 + 3

2p
2
2 + 6p1 + 8p2

d̊a −p1 − p2 ≥ 0,
p2 ≥ −1.

Lösning, exempelvis grafiskt, ges av p = (–2 –1)T , λ = (0 5)T . (Man kan ocks̊a
betrakta problemet och inse att bivillkoret −p1−p2 ≥ 0 inte kommer att vara aktivt.
Om det bivillkoret tas bort f̊ar man tv̊a separata envariabelproblem.) I uppgiften
krävs ingen linjesökning, s̊a vi väljer steglängden ett. Därmed f̊ar vi x(1) = (–1 0)T

och λ(1) = (0 5)T .

5. (a) Matrisen(
Ix AT

A Ix

)
har egenvärden x ± σi, i = 1, . . . , n. Därmed ges optimalt x av största sin-
gulärvärdet hos A, dvs σ1.

(b) Det duala problemet blir

(DSDP )

max − trace(AY12)− trace(ATY21)

d̊a trace(Y11) + trace(Y22) = 1,(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
=

(
Y T

11 Y T
21

Y T
12 Y T

22

)
�
(

0 0
0 0

)
.

Egenskaper hos sp̊aroperatorn ger

trace(AY12) = trace(AY T
21) = trace(Y21A

T ) = trace(ATY21),
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varför vi kan skriva problemet som

(DSDP )

max −2 trace(AY12)

d̊a trace(Y11) + trace(Y22) = 1,(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
=

(
Y T

11 Y T
21

Y T
12 Y T

22

)
�
(

0 0
0 0

)
.

(c) D̊a vi vet att optimalvärdet är upp̊at begränsat av σ1 räcker det att hitta
till̊atet Y s̊a att trace(AY12) = −σ1/2. Om vi sätter in A = UΣV T betyder det
att trace(UΣV TY12) = −σ1/2. Om vi nu enligt uppgiftslydelsen l̊ater Y12 =
−(1/2)v1u

T
1 f̊ar vi

trace(UΣV T 1
2
v1u

T
1 ) =

1
2

trace(ΣV T v1u
T
1 U) =

1
2

trace(σ1e1e
T
1 ) =

σ1

2
,

eftersom U och V är ortonormala matriser. Därmed kan vi l̊ata Y11 = (1/2)v1v
T
1

och Y22 = (1/2)u1u
T
1 , vilket ger till̊aten lösning d̊a trace(Y11) + trace(Y22) =

1/2 + 1/2 = 1. Allts̊a har vi en optimallösning, som ges av(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
=

1
2

(
−v1

u1

)(
−vT1 uT1

)
.


