Losningar till 5B1762 Optimeringslara for T, 24/5-07

Uppgift 1.(a)

Forst anvénder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen

1 1 0
A=|-1 0 1
0 -1 -1

Addition av 1 ganger forsta raden till andra raden ger till resultat matrisen

1 1 0
0 1 1
0 -1 -1

Addition av —1 ganger andra raden till forsta raden, samt addition av 1 ganger andra raden
till tredje raden, ger till resultat matrisen

1 0 -1
0 1 1| =0U.
0 0 O

Nu ar A overford till trappstegsform med tva trappstegsettor.

En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna 1 och 2 i A.

1 1
De tva vektorerna | —1 | och 0 | utgor alltsa en bas till R(A)
0 -1

En bas till N(A) kan bestdmmas enligt f6ljande:
Séatt x3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)
och bestdm sedan z; och xy (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1
sa att Ux = 0. Det ger den forsta och enda basvektorn | —1 | till A/(A).
1

Fortsdttning pa nasta sida.



Nu anvander vi Gauss—Jordans metod pa matrisen

1 -1 0
AT=11 0 -1
0 1 —1

Addition av —1 ganger forsta raden till andra raden ger till resultat matrisen

1 -1 0
0 1 -1
0 1 -1

Addition av 1 ganger andra raden till forsta raden, samt addition av —1 ganger andra raden
till tredje raden, ger till resultat matrisen

1 0 -1
0 1 -1 | =U
0 0 O

Nu ar AT 6verford till trappstegsform med tvd trappstegsettor.

En bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i AT som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna 1 och 21 AT.

1 —1
De tva vektorerna | 1 | och 0 | utgor alltsa en bas till R(AT)
0 1

En bas till N'(AT) kan bestimmas enligt foljande:
Satt y3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)
och bestdm sedan y; och y, (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1
sa att Uy = 0. Det ger den forsta och enda basvektorn | 1 | till AV(AT).
1



Uppgift 1.(b)
Infér foljande beslutsvariabler:

x; = antal kg av produkten P; som blandas till per vecka.
y; = antal kg av ravaran R; som kops in per vecka.

Da kan foretagets fragestallning formuleras som féljande LP-problem i variablerna x; och y;:

n m
maximera E cja:j—g biy;

j=1 i=1

n

da Y agr;—y; <0, i=1,...,m
j=1
OSCL‘dej, jzl,...,n

Oéyiﬁei, i:1,...,m.

Kommentar: Z?:l a;jxr; anger hur mycket som gar at av ravaran R; per vecka, och man
maste kopa in minst si mycket. A andra sidan ér det bortkastat att kopa in mer &n man
behover, sa vi kan utga fran att y; = 2?21 a;jx;j i varje optimal 16sning. Med hjélp av detta
samband kan variablerna y; elimineras ur problemet, varvid foljande LP-problem i enbart
variablerna x; erhalls:

n
maximera g kjx;
=1
n
da E aijr; <€, 1=1,...,m

j=1
OSZCdej, jzl,...,n,

m
dér konstanterna k; i malfunktionen ges av k; = ¢; — Z bia;j.

i=1
Den forsta formuleringen &ar nog att foredra. Det finns ingen anledning att vélja en formulering
med sa fa variabler som mojligt.



Uppgift 2.(a)

Eftersom alla ¢; = 1073 sd ér tojningsenergiminimeringsproblemet ekvivalent med

QP-problemet
minimera % fTHT

da Rf=p,
S N TR R S R
dir H=10"3. , R=—-]0 1 0 -1, p=12
00 10 V2. ly 1 1 8
0001

Matrisen H &r positivt definit, ty for varje vektor z € IR* med z # 0 ar
z'Hz = 1073(22 + 23 + 23 + 23) > 0.

Déarmed ar QP-problemet ekvivalent med det linjara ekvationssystemet
Hf — R'u = 0,
Rf

Ur Hf — RTu =0 erhalls att f=10%-RTu,

som insatt i Rf = p ger ekvationssystemet 10°- RRTu = p, dvs

1 00 up 3 3
103-10 1 0 up | = | 2 |, med 16sningen u=10"3-| 2
0 0 2 us3 8 4
Normalkrafterna i stdngerna ges sedan av
1 0 1 3 7
- 1 0 1 1 1 6
f=10°-R'u -1 01 Z NG 1
0 -1 1 2

Med den givna lastvektorn blev det alltsa dragkraft i alla fyra sténgerna.

Uppgift 2.(b)

Pz Uy .
Om p = | py | sa blir enligt ovan u= | u, | = 1073 Dy
Pz wu, pz/2
Vidare blir fl - f2 + fs — f4 =(1,-1, 1, _1)f': 103 . (1,-1, 1, 1)RTu _
1 0 1 " .
L 0 1 1|(" .
_ﬁ.(l,—l, L=1)1 4 01 uy | =(0,0,0] u, | =0
0 -1 1 Uz Uy



Uppgift 3.(a)
Om vi infor slackvariabler x5 och g, for att overfora olikhetsbivillkoren till likhetsbivillkor,

sa far vi ett LP-problem péa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,
Lo J1 1 -1 -1 1 0 e _ -
dirA=|, | 1 | o 1}, b—<4> och ¢T = (—30, 40,20, 50, 0, 0).
Startlosningen ska ha basvariablerna x5 och xg, dvs § = (5,6) och § = (1,2,3,4).

1 O},medan A(;:[l -1 -l

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ 0 1 1 1 1 1

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(1 0] /b1 (8 - (b (8
dvs 0 1) <b2> = <4),medlosn1ngen b= <b2> = <4>

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet A;y = cg,

-10_y1_0 (w1 _ (O
dvs 01 <y2> —(0),medlosn1ngen y = <y2> = <0)

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

r] =c] —yTAs = (30, 40,20, 50) — (0, 0)“ _1 71 j

] = (=30, 40, —20, 50).

Eftersom rs, = r; = —30 ar minst, och < 0, ska vi lata z; bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a; ur systemet Aga; = ay,

1 0 ail\ 1 .. - (a1 _ 1
dvs [0 1} <Ez21> = <1>, med losningen a; = <621> = <1>

Det storsta varde som den nya basvariabeln x; kan ¢kas till ges av

b; 8 4 4 b
"M = min{ — | @;; > 0p = minq —, — =-=_2
A a;1 11 1 a1

Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x3, = x¢ inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x7.

Nu ar alltsa 8 = (5,1) och 6 = (6,2, 3,4).

11
01

0 1 -1 -1

},medan A(;:[l 1 1 1

Motsvarande basmatris ges av Ag = {

Basvariablernas viarden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

L 1] /b _ (8 - (b (4
dvs [0 1} <l_)2> = <4),medlosn1ngen b= <l_)2> = <4>



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 0](wm) 0 . () _ 0
dvs {1 1} <y2> = <_30>,med l6sningen y = (yg) = <_30>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

rl =c] —y"As; = (0, 40, —20, 50) — (0, —30) [(1) _i _1 :i

] = (30, 10, 10, 20).
Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

Darmed ar punkten xy =4, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0 optimal till det ursprungliga
problemet. Optimalvérdet ar z = —120.

Uppgift 3.(b)

Antag nu att ¢! = (=30, 40, —20, 20, 0, 0) i stéllet for (—30, 40, —20, 50, 0, 0).

Om vi startar fran slutlésningen ovan, med 5 = (5,1) och § = (6,2, 3,4), sa géller
fortfarande att

11 0 1 -1 —1] - (4 0
Aﬁ_[o 1}’A5_[1 -1 1 —1]’b_(4> 00hy_<—30>'

Men reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

1 -1 -1

0
T_ T _ TA._ _ —(0.—
rs = Cg Yy AE = (O, 40’ 20) 20) (O’ 30) |: 1 -1 1 -1

] = (30, 10, 10, —10).

Eftersom 75, = r4 = —10 ar minst, och < 0, ska vi lata =4 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a, ur systemet Aga, = ay,

1 1 aa) (-1 __ fau\ _ 0
dvs [0 1} <dg4> = <1>,med l6sningen ay = <d24> = <1>

Eftersom a4 < 0 sa kan x4 0ka obegransat, varvid malfunktionsvardet gar mot —oo.
Darmed saknar problemet dndligt optimalvarde och algoritmen avbryts.

Extra kommentar (som inte krévs):

Om man sétter z4 = t och later ¢ 6ka fran 0, medan de 6vriga ickebasvariablerna ligger kvar
vid 0, sa paverkas malfunktionen enligt z = z + r4t = —120 — 10¢, medan basvariablernas

véarden paverkas enligt x5 = b —ast, dvs < ii > = < i ) — < _(1) ) t.
1
0
0
1
0

l‘lt
2(2

(
(
3(t
(
(

8 8

Detta kan skrivas x(t) = + t- =x0+t-d.

8

At
s(t
z6(t)

Da ar Ax(t) = b och x(t) > 0 for alla t > 0, dvs x(t) ar en tillaten l6sning fo6r varje t > 0,

8

)
)
)
)
)

OO OO

@)

medan ¢'x(t) = c¢Txg +t-c'd = —120 — 10t — —o0 da t — +oo.



Uppgift 3.(c)
Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x >0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b'y da ATy < ¢, som hér blir:

maximera 8y; + 4y

da y + w2 < =30,
vy —  y2 < 40,

| + Y2 S _2O>

-y — Yy < 50,

Y1 S Oa

y2 < 0.

Om man ritar upp det tillatna omradet till detta problem i en figur med y; och ¥
pa axlarna sa ser man att det blir en femhorning med hérnen i koordinaterna

(=5, —25), (0, —=30), (0, —40), (=5, —45) och (—15, —35).
Uppgift 3.(d)

I figuren ovan ska vi nu byta ut bivillkoret —y; — y2 < 50 mot bivillkoret —y; — y2 < 20.
Men da ser man direkt att det inte finns nagot y som uppfyller bade y; + yo < —30

och —y; —y2 < 20. (Vilket &ven inses om man adderar dessa bada olikheter.)

Alltsa saknar det duala problemet tillatna losningar, vilket ar vad vi vantade oss eftersom
det primala problemet hade tillatna 16sningar men saknade (&ndlig) optimallosning.



Uppgift 4.

Vi har ett kvadratiska optimeringsproblem med linjéra olikhetsbivillkor pa formen

minimera % x"Hx + c'x

da Ax>Db,
2 1 1 -5 100 0
dir H=]1 2 1|, ¢c=|-4], A=]0 1 0| och b=]0
11 2 -2 0 01 0

Vi ska 16sa problemet med den metod som finns kortfattat sammanfattad pa formelbladet
(i form av ett antal “Steg”).

I den givna startpunkten X = (0, 0, 0)7 &r all tre bivillkoret uppfyllda med likhet.
Darfor startar vi med « = (1,2, 3) och 4 tom.

-5 1 00 1 00
Dadr HR+c=| —4 | och A,=[0 1 0 |,ochdirmed AT=1[0 1 0
-2 00 1 00 1

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX + ¢ = Al med @ = (-5, —4, —2)T, sa vi gar till Steg 2.
Har konstateras att 47 < 0 (och minst), varfor a; = 1 flyttas 6ver till y—vektorn.
010 }
0 0 1]
I Steg 3 ska vi minimera % d"Hd + (Hx +¢)"d under bivillkoret A,d = 0,
dvs minimera d12 + d22 + dg + didy + did3 + dods — 5d1 — 4dy — 2d3 da dy = 0 och d3 = 0.

Sedan gar vi till Steg 3 med av = (2,3), vy = (1) och A, = [

Inséttning av do = d3 = 0 i malfunktionen leder till att vi ska minimera df —bd; med avseende
pa di. Detta enkla envariabelproblem har den optimala l6sningen d; = 2.5.

2.5 2.5
Vi far alltsd att d = [ 0 |. Eftersom x+d= | 0 | uppfyller alla bivillkor later vi
0 0

denna punkt bli nésta iterationspunkt X och gar till Steg 1.

Nu ar a = (2,3) och v = (1). Vidare &r

2.5 0.0 01 0 0 0
x=| 0|, HR+c=| —15 ,Aa:[o 0 1}, AT=110
0 0.5 0 1

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX + ¢ = Ald med @ = (—1.5, 0.5)7, sa vi gar till Steg 2.
Har konstateras att 43 < 0 (och minst), varfor a; = 2 flyttas 6ver till y—vektorn.

Sedan gar vi till Steg 3 med v = (3), v =(1,2) och A, =[0 0 1].



I Steg 3 ska vi minimera 1d"Hd + (HX +c¢)"d under bivillkoret A,d = 0,
dvs minimera d12 + d22 + dg? + didy + didsg + dods — 1.5dy + 0.5d3 da ds = 0.

Inséttning av ds = 0 i malfunktionen leder till att vi ska minimera d12 + d22 + didy — 1.5ds
med avseende pa dy och do, utan nagra bivillkor.

Detta konvexa kvadratiska tvavariabelproblem &r ekvivalent med ekvationssystemet

2 1] (di)y_ (0 T .
[1 2] (dg) B (1.5)’ med l0sningen d = —0.5, dz = 1.

—0.5 2
Vi far alltsa att d = 1 . Eftersom x+d = | 1 | uppfyller alla bivillkor later vi
0 0
denna punkt bli nésta iterationspunkt X och gar till Steg 1.
Nu ér o = (3) och v = (1,2). Vidare &r
2 0 0
x=|(1]), HRk+c=|0 ], Aa=[0 0 1], Al=1]0
0 1 1
Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX +c = Ald med @ = 1, sa vi gar till Steg 2.

Har konstateras att @1 > 0, varfor den aktuella iterationspunkten

2 0
X = 1 |, tillsammans med vektorn § = | 0 |, uppfyller optimalitetsvillkoren,
0 1

dvs HR+c=ATy, AXx>b, § >00ch §T(AX —b) = 0. Vi stannar darfor hér.



Uppgift 5.(a)
Problemet kan skrivas pa formen: minimera f(x) da g;(x) <0, =1,2,3, dér
f(x) =ciz1 — 4o — 223, g1(x) =23 +23 -2, go(x) =23 + 23 — 2, g3(x) =23 + 23 - 2.

Malfunktionen &r linjar, och ddrmed dven konvex.
De kvadratiska bivillkorsfunktionerna har andraderivatsmatriserna

2 00 200 0 00
02 01|, [00 O0foch |0 2 0 |,somsamtliga ar positivt semidefinita.
000 0 0 2 00 2

Déarmed ar aven bivillkorsfunktionerna konvexa, varfor det betraktade problemet ar ett kon-
vext optimeringsproblem. Vidare uppfyller exempelvis x = (0,0,0)" samtliga bivillkor med
strikt olikhet, sa det betraktade problemet &r ett requldrt konvext problem. Det betyder att
en punkt X dr en globalt optimal 16sning till problemet om och endast om X ar en KKT-punkt.

Uppgift 5.(b) Lagrangefunktionen kan skrivas L(x,y) = f(x) + Z?Zl Yigi(x) =
=171 — 4x9 — 223 + y1 (23 + 23 — 2) + yo(2? + 23 — 2) + y3(a3 + 23 — 2).

KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt foljande.

(KKT-1) OL/0x; =0 for j =1,2,3:
c1+2x1(y1 +y2) =0,
—4+ 2z2(y1 +y3) =0,
-2+ 2z3(y2 +y3) = 0.
(KKT-2) Tillaten punkt, dvs g;(x) <0 for i =1,2,3:
3 +23-2<0,
23+ 23 -2<0,
x% + x% —-2<0.

(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:
y1 = 0,
Y2 > 07
ys > 0.

(KKT-4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 for i =1,2,3:
y1(23 + a3 —2) =0,
yo(z? + 23 —2) =0,
ys(x3 + 23 —2) = 0.

Uppgift 5.(c) Antag forst att x = (1.4, 0.2, 0.2)7.

Dadér o3 +23-2=0, 23 +23-2=0, 23 +23-2<0.
Komplementaritetsvillkoren ger da att y3 = 0, varefter villkoren KKT-1 kan skrivas

c1 +2.8(y1 +y2) =0,
—4+0.4(y1 +0) =0,
—2+40.4(y2 +0) = 0.

Vi ser att detta system saknar 16sning om ¢ # —42.
Om ¢; = —42 sa uppfyller x = (1.4, 0.2, 0.2)7, tillsammans med y = (10, 5, 0)T,
samtliga KKT-villkor, varvid x ar en global optimall6sning till problemet.

10



Uppgift 5.(d) Antag nu att x = (1, 1, 1)T.
Dadér o3 +23-2=0, 22 +23-2=0, 23 +23-2=0.
Villkoren KKT-1 kan nu skrivas

y1 +y2 = —0.5¢y,
y1+ys= 2,
y2 +yz3 = 1.

Losningen till detta ekvationssystem i y blir, med utnyttjande av den givna rdaknehjélpen,
-1

n 110 —0.5¢1 1 1 —-17 /-05¢ NECE:
pl=]101 2 =] 1 -1 1 2 = | = =2
Ys 01 1 1 -1 1 1 1 1+ 6

Vi ser att villkoren KKT-3 blir uppfyllda om och endast om —6 < ¢; < —2.

Fér dessa viirden pa konstanten ¢ sa uppfyller x = (1, 1, 1)7, tillsammans med

_[(2—c1 —2-c 6+
Y=\"14 T 1 1

T
) , samtliga KKT-villkor, varvid x ar en global optimallosning.

11



