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KTH Matematik

Tentamen i 5B1712 och 5B1717 Optimeringslara for F.
Onsdag 7 mars 2007 kl. 14.00-19.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37
Tilldtna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej rdknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen l6sas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anviandas utan bevis, férutsatt att de
formuleras korrekt.

24 poéng, inklusive bonuspoang fran laborationerna, ger godkant. 21-23 poéng ger
mojlighet att komplettera inom tre veckor efter att tentamensresultatet har anslagits.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a) Mustmans familjeféretag producerar och siljer fyra olika mustsorter:
Appelmust, Paronmust, Blandmust och Cidermust.
Varje hektoliter must kréver p arbetstimmar for tillverkning och g arbetstimmar
for forpackning. Mustmans ekonomiska vinst pa musten &r v kronor/hektoliter.

p, ¢ och v har olika varden for de olika mustsorterna enligt foljande tabell:

p q v
Appelmust | 1.6 | 1.2 | 196
Paronmust | 1.8 | 1.2 | 210
Blandmust | 3.2 | 1.2 | 280

Cidermust | 5.4 | 1.8 | 442

En normal vecka har foretaget 80 timmar (tva familjemedlemmar) att tillga for
tillverkning och 40 timmar (en familjemedlem) for forpackning.

Vidare har man bestdmt att appelmusten ska svara for minst 20% av den
producerade volymen must och att paronmusten ska svara for hogst 30% av
den producerade volymen must.

Fragan ar hur mycket av respektive mustsort som ska tillverkas per vecka for att
Mustmans vinst ska maximeras under ovan angivna villkor. Musten ar popular
och man kan utan svarighet silja det man producerar.

Din uppgift ar nu att formulera Mustmans problem som ett LP-problem.

Du behover ddremot inte berdkna optimal 16sning. ...................... (5p)
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(b) Betrakta LP-problemet

minimera c¢'x

di Ax =b,
x >0,
"1 1 1 0 0 0 0 0 07 3
o 0 0 1 1 1 0 0 0 5
) o 0 0 0 0 0 1 1 1 7
dir A= 1 o 01 0 0-1 0 o]PT| 9
0 -1 0 0-1 0 0-1 0 _4
0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 | —9
och cT:<2 3 4 3 3 4 3 9 4).

Av det speciella utseendet pa matrisen A foljer att problemet i sjilva verket ar
ett minkostnadsflodesproblem. Rita motsvarande natverk och verifiera darefter
att X =(2,0,1,0,0,5,0,4,3)T &r en optimal 16sning till problemet. ... (5p)

2.  (a) Foljande system bestar av tva linjara ekvationer och fyra linjara olikheter.
r1 + 2x9 4+ 3x3 + 4dxy = 10,
207 + 3zo 4+ 4dx3 + OSxg4 = 12,
T Z 0,
€2 Z 07
x3 > 0,
T4 Z 0.

For att pa ett systematiskt satt utreda huruvuda det finns en tillaten 16sning
till detta system kan man bilda foljande LP-problem med de tva “artificiella”
variablerna x5 och xzg.

minimera T5 + Tg
da 21 + 2x9 + 3z3 + 4dzy + w5 = 10,
2r1 4+ 32 + 4x3 + bHay + xg = 12,
1 > 0,
o > 0,
T3 > 07
T4 > 0,
x5 > 0,
Te Z 0.

Dina uppgift ar att forst 16sa detta LP-problem med simplexmetoden, och sedan
besvara fragan huruvida det finns nagon 16sning till det ursprungliga systemet
ovan. Motivera svaret ordentligt! .......... ... ... ... L (6p)
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(b) Féljande bada LP-problem (som har sitt ursprung i ett visst tva-personers
nollsummespel) ar varandras duala problem. Det behdver du inte visa.

minimera  x3
da —xz1+229+23>0
3x1 —4xe + 23>0
r1 + T2 =1
x1 >0, o >0, x3 fri.

maximera Y3

dd —y1 +3y2+y3 <0

21 —4y2+y3 <0

y1 + Yo =1

y1 20, y2 >0, y3 fri.

Man har 16st det primala problemet ovan och erhéllit den optimala 16sningen
1 = 0.6, 29 = 0.4, 23 = —0.2. Anvénd denna information for att (pa valfritt
sitt) bestdmma en optimal 16sning ¥ till det duala problemet. .......... (4p)

3. I hela denna uppgift ar

F(x) = (21— 2)% + (22 — 23)> + (w3 — 71)*, Azll : 3] och b:<10>-

3 21 14
(a) Ange en symmetrisk 3x 3-matris H sadan att f(x) = 3x"Hx. .......... (1p)
(b) Bestdm en 16sning X till ekvationssystemet Ax =b. .................... (1p)
(c) Bestdm en bas till N(A) (= nollrummet till A). ........... ... (2p)
(d) Anvénd resultaten fran (a)—(c) for att bestimma en optimal 16sning % till
problemet att minimera f(x) da Ax=b. ......... .. ... (2p)

(e) Lat nu ¢ € IR3 vara en given vektor och betrakta problemet att minimera
f(x) +c'x da x € IR?, dvs ett kvadratiskt optimeringsproblem utan bivillkor.
For vissa val av vektorn c visar det sig att detta problem har minst en optimal
16sning, som dirmed utgér en minpunkt till f(x)+c'x, medan det for andra val
av vektorn c visar sig att f(x) 4+ ¢'x dr nedat obegrinsad och dirmed saknar
minpunkt. Din uppgift #r nu att visa att det finns en vektor a € IR3, som du
ska ange, sadan att foljande ekvivalens géaller:

f(x) + ¢Tx har minst en minpunkt < alc=0. ............ (4p)
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4. Lat 41, 02, d3 och 04 vara fyra stycken givna tal (som typiskt dr ganska “sma”) och
betrakta foljande ickelinjira minsta-kvadratproblem i variabelvektorn x € IR?:

minimera f(x) = 3(h1(x)? + ha(x)? + h3(x)% + ha(x)?),

dar funktionerna h; ges av

hl(x):x%—aﬁg—él,
ha(x) = 23 + 22 — 52,
h3(x) = 23 — z1 — 03,
ha(x) =23 + 21— 64

(a) Antag forst att §; = do2 = d3 = J4 = 0.
Visa att da &r % = (0,0)7 en global minpunkt till f(x).
(Detta motiverar att vi anvénder denna punkt till startpunkt nedan.) ... (1p)
(b) Antag nu att §; = —0.1, d2 = 0.1, 03 = —0.2 och &4 = 0.2.
Cenomfor en iteration med Gauss-Newtons metod utgaende fran x() = (0,0)T.
Kontrollera speciellt att din erhallna punkt x(® uppfyller f(x®) < f(xM).
Avgor sedan om x(?) &r en lokal minpunkt till f(x). ..................... (5p)

OBSERVERA att uppgift 4 ger total hogst 6p. I stéllet kan uppgift 5 ge totalt 14p.

5. Betrakta foljande kvadratiska optimeringsproblem med tre variabler och fyra linjéra
olikhetsbivillkor:

minimera (2} + 23 + 23) + 421 + 225 + 623
da x1+xz9+ w3 > 1,
x1 >0,
xg 2 0,
z3 > 0.

(a) Anvénd den iterativa metod som ingar i kursen for att bestdimma en optimal
16sning X. Du maste starta fran punkten 1 =1, 29 =0, x3=10. ........ (6p)
(b) Problemet kan skrivas pa formen: minimera f(x) da g;(x) <0 for i = 1,2, 3,4.
Gor det, och stall upp KKT-villkoren for problemet skrivet pa denna form.
Visa sedan att det inte gar att hitta nagon vektor y € IR* som tillsammans
med startpunkten x = (1,0,0)T ovan uppfyller dessa KKT-villkor.
Visa slutligen att det gdr att hitta en vektor § € IR* som tillsammans med din
optimala 16sning % fran (a)-uppgiften uppfyller dessa KKT-villkor. ...... (4p)
(c¢) Problemet kan ocksa skrivas pa formen: minimera f(x) da g;(x) < 0ochx € X,
dir X = {x € IR? | x > 0}.
Gor det, och hérled ett explicit uttryck pa den duala malfunktionen ¢(y;).
Formulera det duala problemet, och bestam en optimal 16sning 1, till detta.
Ar optimalvirdena till primala resp duala problemet lika? .............. (4p)

Lycka till!



