Losningar till 5B1712 Optimeringslara, 8 mars 2006

Uppgift 1.(a)
Infor slackvariabler x4, x5 och xg sa att problemet blir pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =Db,
x > 0,

1 1. 0 -1 0 0 2
dir A=1 0 1 0 -1 0], b=|2]oche=(,5 200 0T,
o1 1 0 0 -1 2

Den givna startlosningen svarar mot att x1, x2 och x3 ar basvariabler,
dvs att 8 =(1,2,3) och 6 = (4,5,6).

1 1 0
Motsvarande basmatris gesav Ag= | 1 0 1
0 1 1

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 1 0 by 2 B by 1
dvs 1 0 1 by | = 2 |, medl6sningen b= | by | =| 1
0 1 1 bs 2 bs 1

Detta ar mycket riktigt den givna tillatna baslésning vi skulle starta fran.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet A;y = cg,

1 1 0 Y1 1 Y1 2
dvs 1 0 1 y2 | = 5 |, med I6sningen y=| yo | = —1
0 1 1 Y3 2 Y3 3
Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r;sr —cs—y As =
-1 0 0
= (0, 0, 0) — (2, -1, 3) 0 -1 0] =(2 -1, 3).
0 0 -1
Eftersom rs, = 75 = —1 ar minst, och < 0, ska vi lata x5 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a5 ur systemet Agas = as,

1 1 0 ais 0 a5 —0.5
dvs 1 0 1 ass | = | —1 |, med l6sningen a5 = | ass | = 0.5
0 1 1 ass 0 ass —0.5

Det storsta varde som den nya basvariabeln x5 kan ¢kas till ges av
bi b 1
tmax: min _—Z | (i15>0 :_—2:—
% a;s ass 0.5

Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x5, = x inte lingre far vara kvar som basvariabel.



Nu ar alltsa 8 = (1,5,3) och § = (4,2,6).

1
Motsvarande basmatris ges av. Ag= | 1 -1
0 0

Basvariablernas viarden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 0 07 /b 2 by 2
dvs 1 -1 1 lzg = | 2 |, med losningen b= @2 =12
| 0 0 1] bs 2 bs 2

Vektorn y med simplexmultiplikatorernas véarden erhalls ur systemet A;y = cg,

i 1 1 0 Y1 1 Y1 1
dvs 0 -1 0 y2 | = | 0 |, med lésningen y=| yo | = 0
L0 1 1]\ 2 Y3 2
Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r;r =cs—y'A; =
-1 1 0
=(0, 5, 0)—(1, 0, 2) 0 0 O0f=(12 2).
0 1 -1

Eftersom rs > 0 sa dr den aktuella baslosningen optimal.
Alltsd ar punkten 21 =2, 25 =0, x3 =2, x4 = 0, x5 = 2, ¢ = 0 optimal.
Optimalvirdet dr c¢'x = 6.

Uppgift 1.(b)
Om primala problemet &r pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x >0,

sa ar det duala problemet
maximera b'y da A'y <c,

som utskrivet blir:
maximera 2y; + 2ys + 2y3

da y1+y2 <1,
Y1 +ys <9,
Y2 +y3 <2,
—y1 <0,
—y2 <0,
—y3 < 0.

Det ar vélkant att en optimal 16sning till detta duala problem ges av vektorn y med
“simplexmultiplikatorerna” i optimala baslésningen i (a)-uppgiften, dvs y = (1, 0, 2)T.
Man kontrollerar snabbt att detta &r en tillaten 16sning till det duala problemet.
Vidare &r optimalvirdet bTy = 6 = optimalvirdet for det primala problemet ovan.



Uppgift 2.
Vi har ett kvadratiska optimeringsproblem med linjara olikhetsbivillkor pa formen

minimera % xTHx + ¢'x

da Ax>b,
2 00 0 1 10 6
dir H=]10 2 0|, ¢c=|0], A=[1 0 1 |och b=] 3
0 0 2 0 0 1 1 7

Forsta iterationen: I den givna startpunkten ar alla tre bivillkoret uppfyllda med likhet.
Darfor startar vi med « = (1,2, 3) och + tom.

1 2 1 10
Daar x=| 5|, HR4+c= |10 | och A,=|1 0 1
2 4 011
Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX +c = Ald med @ = (4, —2, 6)7, sa vi gar till Steg 2.

Har konstateras att ag < 0 (och minst), varfor s = 2 flyttas 6ver till y—vektorn.
1 10
0 1 1]

I Steg 3 ska vi minimera %dTHd + (Hx +¢)"d under bivillkoret A,d = 0,

Sedan gar vi till Steg 3 med v = (1,3), v = (2) och A, = [

Optimalitetsvillkoren for detta konvexa QP-problem med likhetsbivillkor ges av
Hd - Alu=—(Hx +c) och A,d=0.
Eftersom H = 2T och ¢ = 0 sa ger de forsta ekvationerna att d = %ATu -X,

(67

som insatt i A,d = 0 ger ekvationssystemet %AQAEu =A.X.

10/3 ) 2/3
Losningen till detta ekvationssystem ar u = , varefter d = | —2/3
16/3 2/3

Eftersom X +d = (5/3, 13/3, 8/3)T uppfyller alla bivillkor later vi denna punkt bli
nésta iterationspunkt X och gar till Steg 1.

Ny iteration.

5/3 10/3 110
Nuara=(1,3),y=(2), x=1[ 13/3 |, Hx+c= | 26/3 | och AOC:[0 1 1].
8/3 16/3

10/3

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX + ¢ = ALl med @ = (16/3

) , sa vi gar till Steg 2.

Har konstateras att @1 > 0, varfor den aktuella iterationspunkten

5/3 10/3
x=| 13/3 |, tillsammans med vektorn y = 0 , uppfyller optimalitetsvillkoren,
8/3 16/3

dvs HR +c=ATy, AXx>b, § >00ch §T(AX —b) = 0. Vi stannar darfor hér.



Uppgift 3.(a). Vi far foljande tillatna baslésning mha NWC-metoden:

x;; | kundl | kund2 | kund3 | kund4 | s;
lev 1 20 40 20 80
lev 2 40 20 | 60
lev 3 40 | 40
lev 4 20 | 20

d; 20 40 60 80

Uppgift 3.(b). Svarande mot den tillatna baslésningen ovan far vi foljande simplexmultip-
likatorer u; och v;, berdknade mha relationen c¢;; = u; — v; for basvariabler samt v4 = 0.

¢ij | kundl | kund2 | kund3 | kund4 | u;
lev 1 16 25 36 47
lev 2 25 36 | 36
lev 3 25 | 25
lev 4 16 | 16

vj 31 22 11 0

Dérefter far vi foljande reducerade kostnader r;; for ickebasvariablerna,
utrdknade mha relationen r;; = ¢;; — u; + vj.

ri; | kundl | kund2 | kund3 | kund4 | u;
lev 1 2| 47
lev 2 4 2 36
lev 3 10 6 2 25
lev 4 16 10 4 16

vj 31 22 11 0

Alla r;; > 0, vilket medfor att denna baslosning &r optimal.

Uppgift 3.(c). Prova att anvinda samma uppsattning basvariabler som i den
optimala 16sningen ovan. Det ger foljande nya 16sning:

x;; | kundl | kund2 | kund3 | kund4 | s;
lev 1 40 40 0 80
lev 2 60 01|60
lev 3 40 | 40
lev 4 40 | 40

d; 40 40 60 80

Alla x;; blev > 0, sa det &r fortfarande en tillaten baslosning (men degenererad eftersom den
har basvariabler med vérdet 0). Berdkningen av u;, vj och r;; blir identisk med ovan, sa alla
r;; blir fortfarande > 0. Alltsa ar l6sningen i tabellen ovan optimal till det nya problemet.

Uppgift 3.(d). x99 &r en ickebasvariabel i optimallésningen, sa om c2 minskas med oo
sa minskas rg2 med doo medan Ovriga r;; ej paverkas. Darav foljer att den givna losningen
fortfarande ar optimal om och endast om dog < 2.



Uppgift 4.(a).
Problemet att minimera 1[x —%|? dd a'x = b #r ett QP-problem med likhetsbivillkor.

Det kan skrivas pa formen
minimera % xTHx 4+ c™x
da Ax=Db,
dirH=1I, ¢=-% A=aloch b=0b. (Ty §|x—%>=Ix"x—x"x+1ix'x).

Eftersom H &r positivt definit sa dr foljande optimalitetsvillkor saval nédvandiga som
tillriickliga: Hx + ¢ = ATu och Ax = b, vilket kan skrivas x —X =au och a'x =b.

Vi far att x = X +awu , vilket insatt i a'x =b ger att u= (b—a'x)/|al?
Optimal 18sning till vart problem #r alltsi X = X +awu, med u = (b—a'x)/|a|?.
Enligt forutsittningarna dr a'x < b, och dirmed ar u > 0.

Kortaste avstandet ir da d = |% —X| = |au| = |a||u| = |a|u = (b—a'x)/|a].

Uppgift 4.(b).

Forst en kommentar. Eftersom enligt forutsattningarna alla b; > 0 sa ar exempelvis x = 0
en punkt som dels ligger i €2, dels inte vidror nagon av vaggarna i €2. Alltsa finns det plats

for atminstone en liten sfar i 2.

Nu till fomuleringen. Lat x € Q) vara medelpunkten for var sokta sfiar och lat r vara dess
radie. Vi kan forutsitta att x inte vidrér nagon av viiggarna i , dvs att a] x < b; for alla i.

Dé kan avstandet d;(x) fran punkten x till planet P; skrivas d;(x) = (b; — a]x)/|a;|.

Om sfaren har medelpunkten i x sa far den plats i {2 om och endast om dess radie r uppfyller

att r < d;(x) for allai =1,...,m.
Vi far dérfor foljande LP-problem i variablerna x € IR® och r € IR (fyra variabler):

maximera r
da r <d;(x), i=1,...,m.

eller, ekvivalent
maximera T

da |aj|r+a/x<b, i=1,...,m.



Uppgift 5.

Kedjeregeln ger att g/(z) = 2f(x) f'(z) och g"(x) = 2f(z) f"(z) + 2(f'(x))?.

(a). Att f ar tva ganger kontinuerligt deriverbar medfor enligt ovan att &ven g ar tva ganger
kontinuerligt deriverbar. Darmed far vi: f konvex pa IR = f”(z) > 0 for alla x € R =

= g"(z) >0 for alla x € IR (ty f(z) > 0 och (f'(z))? > 0) = g konvex pa IR.

(b). Tag t ex f(z) = (22 + 1)/, varvid g(z) = (2 + 1)*/°.

Réattframma kalkyler visar att g”(z) > 0 for alla € IR, medan f”(z) < 0 for

tillrackligt stora z € IR. ¢ ar alltsa konvex pa IR trots att inte f &ar det!

(c). Om z &r en lokal minpunkt till f(x) sa finns det ett tal 6 > 0 sadant att f(x) — f(z) >0
for alla € IR sadana att |[x — | < §. Men for alla dessa x géller da ocksa att

h(z) = h(2) = f(2)* = f(2)* = (f(z) = £(2))(f(2) + f(2)) = 0.

Alltsa ar 2 en lokal minpunkt dven till h(x).

(d). Om & &r en lokal minpunkt till h(x) sa finns det ett tal 6 > 0 sadant att h(x) —h(z) >0
for alla € IR sadana att |z — Z| < §. Men for alla dessa z géller da ocksa att

f@) = f(2) = (f(2)? = f(2)*)/(f(2) + [(2)) = (h(z) — M(2))/(f(2) + f(&)) > 0.

Alltsa ar & en lokal minpunkt aven till f(x).

. g S 9@ f(zo) f'(20)
(€). Viharatt a1 =0 =g 5 och T1=T0 = 5o 5 =00 = F S filw) + (@)
fowo fao)f"(x0)

som ar bade > 0 och < 1

sa att

a1 —xo  fwo) f"(x0) + (f'(x0))?
(eftersom f(xq)f"(x0) > 0 och (f'(x0))% > 0).

Dérmed géller dels att 1 — xp och x1 — zp har samma tecken, dels att |Z1 — zg| < |21 — x|



