Losningar till 5B1712 Optimeringslara, 1 juni 2007

Uppgift 1.(a)
Infor foljande variabler:

x1 = antal enheter av produkt A som tillverkas per dag.
x9 = antal enheter av produkt B som tillverkas per dag.
x3 = antal enheter av produkt C som tillverkas per dag.

Téackningsbidraget per dag ges da av 12x1 + 9x2 + 8x3.
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Kapacitetsbegransningen i stansavdelningen kan skrivas

Kapacitetsbegransningen i pressavdelningen kan skrivas 8.

Det ger oss foljande problemformulering:

maximera 12xq + 929 + 8x3
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x1 >0, 29 >0, z3 > 0.

da
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Uppgift 1.(b)

Svarande mot den givna tillatna baslosningen far vi féljande simplexmultiplikatorer
u; och vj, berdknade mha relationen c¢;; = u; — v; for basvariabler samt vy = 0.

Cij kund 1 | kund 2 | kund 3 | kund 4 | wu;
fab 1 116 125 136 147
fab 2 125 136 136
fab 3 125 125
fab 4 116 116

vj 31 22 11 0

Dérefter far vi foljande reducerade kostnader r;; for ickebasvariablerna,
utraknade mha relationen r;; = ¢;; — u; + vj.

Tij kund 1 | kund 2 | kund 3 | kund 4 | wu;
fab 1 2 147
fab 2 4 2 136
fab 3 10 6 2 125
fab 4 16 10 4 116

v; 31 22 11 0

Eftersom alla r;; > 0 sa ar den foreslagna baslosningen optimal.



Uppgift 2.(a)
Om vi infor slackvariabler x5 och g, for att overfora olikhetsbivillkoren till likhetsbivillkor,

sa far vi ett LP-problem péa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,
Lo J1 1 -1 -1 1 0 e e
dirA=|, | 1 | o 1}, b—<4>ochc —(-3,4,-2,5,0,0).
Startlosningen ska ha basvariablerna x5 och xg, dvs § = (5,6) och § = (1,2, 3,4).

1 O},medan A(;:[l -1 -l

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ 0 1 1 1 1 1

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(1 0] /b1 (8 - (b (8
dvs 0 1) <b2> = <4),medlosn1ngen b= <b2> = <4>

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet A;y = cg,

-10_y1_0 (w1 _ (O
dvs 01 <y2> —(0),medlosn1ngen y = <y2> = <0)

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

1 1 -1 -1
T _ T _ T — (— — —
rys =cs —y As (—3,4,-2,5)—(0,0) {1 -1 1 -1

] =(-3,4,-2,5).

Eftersom rs, = r; = —3 &ar minst, och < 0, ska vi lata z; bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a; ur systemet Aga; = ay,

1 0 ail\ 1 .. - fair) _ 1
dvs [0 1} <Ez21> = <1>, med losningen a; = <621> = <1>

Det storsta varde som den nya basvariabeln x; kan ¢kas till ges av

b; 8 4 4 b
"M = min{ — | @;; > 0p = minq —, — =-=_2
A a;1 11 1 a1

Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x3, = x¢ inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x7.

Nu ar alltsa 8 = (5,1) och 6 = (6,2, 3,4).
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Motsvarande basmatris ges av Ag = {

Basvariablernas viarden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

L 1] /b _ (8 - (b (4
dvs [0 1} <l_)2> = <4),medlosn1ngen b= <l_)2> = <4>



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 0 Y1\ 0 . (Y1) 0
dvs {1 1} <y2> = <_3>,med l6sningen y = (y2> = (_3>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

0 1 -1 -1

} =(3,1, 1, 2).
Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

Darmed ar punkten xy =4, xo = 0, x3 = 0, x4 = 0 optimal till det ursprungliga
problemet. Optimalvérdet ar z = —12.

Uppgift 2.(b)

Antag nu att ¢’ = (=3, 4, -2, 2, 0, 0) i stillet for (-3, 4, -2, 5, 0, 0).

Om vi startar fran slutlésningen ovan, med 5 = (5,1) och § = (6,2, 3,4), sa géller
fortfarande att

11 0 1 -1 —1] - (4 0
el () S e ) B O R )

Men reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

0 1 -1 -1
@:@—f&:@&ﬂj%@;&L_J 1_J=&LL4)

Eftersom rs, = r4 = —1 ar minst, och < 0, ska vi lata x4 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a; ur systemet Aga, = ay,

1 1 aa) (-1 __ fau\ _ 0
dvs [0 1} <dg4> = <1>,med l6sningen ay = <d24> = <1>

Eftersom a4 < 0 sa kan x4 0ka obegransat, varvid malfunktionsvardet gar mot —oo.
Darmed saknar problemet dndligt optimalvarde och algoritmen avbryts.

Extra kommentar (som inte krévs):

Om man sétter z4 = t och later ¢ 6ka fran 0, medan de 6vriga ickebasvariablerna ligger kvar
vid 0, sa paverkas malfunktionen enligt z = z + r4t = —12 — ¢, medan basvariablernas

véarden paverkas enligt x5 = b —ast, dvs < ii > = < i ) — < _(1) ) t.
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Da ar Ax(t) = b och x(t) > 0 for alla t > 0, dvs x(t) ar en tillaten l6sning for varje t > 0,
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medan c'x(t) =cTxg+t-c'd= 12—t — —oo da t — +oo.



Uppgift 2.(c)
Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x >0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b'y da ATy < ¢, som hér blir:

maximera 8y; + 4yo

day1 + w2 < =3,
yio— Y2 <4,

—Y1 + Y2 S _2a

-y — y2 < 5

Y1 S Oa

y2 < 0.

Om man ritar upp det tillatna omradet till detta problem i en figur med g; och ¥
pa axlarna sa ser man att det blir en femhorning med hérnen i koordinaterna

(—0.5, —2.5), (0, —3), (0, —4), (0.5, —4.5) och (1.5, —3.5).
Uppgift 2.(d)

I figuren ovan ska vi nu byta ut bivillkoret —y; — y2 < 5 mot bivillkoret —y; — yo < 2.
Men da ser man direkt att det inte finns nagot y som uppfyller bade y; + yo < —3

och —y; —y2 < 2. (Vilket &ven inses om man adderar dessa bada olikheter.)

Alltsa saknar det duala problemet tillatna losningar, vilket ar vad vi vantade oss eftersom
det primala problemet hade tillatna 16sningar men saknade (&ndlig) optimallosning.



Uppgift 3.
Lat x = <$13, 14, T23, x24)T < R4.
Eftersom alla R;; = 1 sa ar effektminimeringsproblemet ekvivalent med QP-problemet

minimera %XTIX ( = halva viarmeeffekten)

da Ax=b,
é (1) 8 8 1 1 0 0 500
dir 1= A= 0 0 1 1] och b=/[ 100
00 10 1 0 -1 0 —500
0001

Detta QP-problem &r i sin tur ekvivalent med det linjara ekvationssystemet

Ix — ATu = 0
Ax = b

Ur Ix— ATu =0 erhalls att x = ATu, som insatt i Ax = b ger ekv.systemet AATu = b.

2 0 -1 500
Ivart fallir AAT=| 0 2 —1| och b=| 100
-1 -1 2 —500
Gauss-Jordans metod (eller Gausselimination) tillimpat pa ekvationssystemet
2 0 -1 uq 500 150
0o 2 -1 ug | = 100 ger 16sningen u = —50
-1 -1 2 us —500 —200
Voo o (20 [ s
Lankstrommarna ges sedan av x = ATu = =50 | = ,
0o 1 -1 900 150
0o 1 0 —50

dvs r13 = 350, T14 = 150, xIo3 = 150 och Xog = —50.
Strommen i lanken (2,4) gar alltsa fran nod 4 till nod 2!



Uppgift 4.(a)

Gradienten V f(x) = (5—; e %) , dar 88—;5] = 4$§? — 3x]2 +2x; — 1.
Hessianen F(x) &r i detta exempel en diagonalmatris med diagonalelementen
0% f o’f .. 0f 2

a—x% ’...78—1‘% ,dar a—x?:12xj—6$]+2

f ar konvex pa IR™ om och endast om F(x) &ar positivt semidefinit for alla x € IR"™.
En diagonalmatris ar positivt semidefinit om och endast om alla diagonalelement ar > 0.

82
8—1‘]; = 12(:Ej2 — 1z + 1) =12((z; — H)?— £ + %) > 0 for alla viirden pa z;.
J

Alltsa ar F(x) positivt definit for alla x € IR™, och ddrmed ar f (strikt) konvex pa IR"™.

Men

Uppgift 4.(b)

Newtonriktningen d(!) bestdms ur ekvationssystemet F(x(1))d = —V f(x())T,
forutsatt att F(x(1)) &r positivt definit, vilket vi redan konstaterat att den Ar.

I vart fall ar F(x(l)) en diagonalmatris, varfor 16sningen till ekvationssystemet blir

(1)\3 (1)y2 (1)
2 4(z3 — 3(4¢ 2,1 _ 1
ORI of <m<1>)/8 f(x(l)) (z;7) ()2 + 25

=— , i=1...,n.
O3 12({")2 — 62{V + 2

i 8a:j
Eftersom 2\ = 1 for alla j s blir d\") = —0.25 for alla j.
Vi provar med steget 1 = 1, sa att x®) = x( +¢,d®M =xM +dM = (0.75,..., 0.75)7.

Da blir f(x?) = _5 < 0= f(x), s& steget t; = 1 gick bra.

Darmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Newtons metod.



Uppgift 5.(a) Problemet kan skrivas: minimera f(x) da g;(x) <0, i =1,2,3, dar
f(x) =ciz1 — 4o — 23, g1(x) =23 +23 -2, go(x) =23 + 23 — 2, g3(x) =23 + 23 - 2.

Malfunktionen ar linjar och ddrmed konvex. Bivillkorsfunktionerna har andraderivatsmatri-

2 00 2 00 0 0O
serna |0 2 0], |0 0O O] och |0 2 0 |,som ar positivt semidefinita for alla x.
0 00 0 0 2 0 0 2

Déarmed ar aven bivillkorsfunktionerna konvexa, varfér det betraktade problemet ar ett kon-
vext optimeringsproblem. Vidare uppfyller exempelvis x = (0,0, O)T samtliga bivillkor med
strikt olikhet, sa det betraktade problemet dr ett requldrt konvext problem. Det betyder att
en punkt X dr en globalt optimal 16sning till problemet om och endast om X ar en KKT-punkt.

3
Uppgift 5.(b) Lagrangefunktionen kan skrivas L(x,y) = f(x) + Z Yigi(x) =
i=1

=111 — 4wo — 223 + Y1 (23 + 23 — 2) + yo (23 + 2% — 2) + y3(23 + 23 — 2).
KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt féljande.

(KKT-1) 0L/0x; =0 for j =1,2,3:
c1 +2x1(y1 +y2) =0,
—4 + 2x5(y1 +y3) =0,
24 2%3(3/2 + yg) =0.

(KKT-2) Tillaten punkt, dvs ¢;(x) <0 for i =1,2,3:
23+ 23 -2<0,
33% + m% —2<0,
23+ 23 -2 <0.

(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:
Y1 > 07
y2 > 0,
ysz > 0.

(KKT-4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 for i = 1,2, 3:
yl(x% + x% —-2) =0,
yo(z? + 23 - 2) =0,
ys(x3 + 23 —2) = 0.
Uppgift 5.(c) Antag forst att x = (1.4, 0.2, 0.2)T.
Dadr 23 +23-2=0, 234+25-2=0, 23 +23 -2 <0.
Komplementaritetsvillkoren ger da att y3 = 0, varefter villkoren KKT—1 kan skrivas
c1+2.8(y1 +y2) =0,

—4+0.4(y1 +0) =0,
—2+0.4(y2 +0) = 0.

Vi ser att detta system saknar 16sning om ¢ # —42.
Om c; = —42 sa uppfyller x = (1.4, 0.2, 0.2)T, tillsammans med y = (10, 5, 0)T,
samtliga KKT-villkor, varvid x ar en global optimallosning till problemet.



Uppgift 5.(d) Antag nu att x = (1, 1, 1)7.
Dadér o3 +23-2=0, 22 +23-2=0, 23 +23-2=0.
Villkoren KKT-1 kan nu skrivas

y1 +y2 = —0.5¢y,
y1+ys= 2,
y2 +yz3 = 1.

Losningen till detta ekvationssystem i y blir, med utnyttjande av den givna rdknehjélpen,
-1

n 110 —0.5¢1 1 1 —-17 /-05¢ NECE:
pl=]101 2 =~ 1 -1 1 2 = 1| a2
Ys 01 1 1 -1 1 1 1 1+ 6

Vi ser att villkoren KKT-3 blir uppfyllda om och endast om —6 < ¢; < —2.

Fér dessa viirden pa konstanten ¢ sa uppfyller x = (1, 1, 1)7, tillsammans med

_[(2—c1 —2-c 6+
Y=\"14 T 1 1

T
) , samtliga KKT-villkor, varvid x ar en global optimallosning.

Uppgift 5.(e) Lagrangefunktionen till problemet &r nu, med ¢; = —6,

L(x,y) = =611 — 4x9 — 223 + y1 (2 + 23 — 2) + y2(2? + 22 — 2) +y3(23 + 22 —2) =
= ((y1 +y2)2t — 621) + (11 + y3)23 — 4x2) + ((y2 + ya)23 — 223) — 2(y1 + Y2 + y3)-
For att erhalla det duala malfunktionsvirdet o(¥), dir y = (1,1,1)T,

ska man minimera L(x,¥) med avseende pa x € IR3.

Men L(x,§) = 2z} — 6x1 + 223 — 4zy + 223 — 223 — 6,

sa de minimerande viardena pa x; ges av

z1(y) = 1.5, z2(y) = 1.0, z3(¥) = 0.5,

och det duala malfunktionsvéirdet ges av
o(¥)=Lx(y),y)=45-9+2—-4+05-1-6=—13.

Fran (d)-uppgiften leds vi till gissningen att § = (2,1,0)7 &r en optimal 16sning till
det duala problemet.

Nu blir L(x,¥) = 323 — 621 + 223 — 429 + 22 — 273 — 6,

sa de minimerande viardena pa x; ges av

1(y) =1, z2(y) =1, z3(y) =1,

och det duala malfunktionsvardet ges av
o(¥)=Lx({y),y)=3-6+2—-4+1-2—-6=—12.

Eftersom ¢(y) < ¢(¥) kan ¥ ej vara en optimal 16sning till det duala problemet

(som bestar i att maximera ¢(y) da 'y > 0).



