Losningar till 5B1712 Optimeringslara, 3 juni 2006

Uppgift 1.(a)

Vi har hér ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,

. 43210 (5 -
darA—[O 1 2 3 4], b—<3)ochc =(4,3,2,3,4).

Den givna startlosningen ska ha basvariablerna x; och x5, vilket innebar att
B =(1,5) och 6 = (2,3,4).
4 0

3 21
0 4},medan A5—|: ]

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ L 9 3

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

(4 0] (b1 (5 - - (b (125
dvs 0 4 (52) = <3), med l6sningen b = <l_)2> = <0.75>.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet Agy = cg,

-4 0- Y1 . 4 . Y1 i 1
dvs 0 4 <y2> —(4),medlosn1ngen y = <y2> = <1)

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

3 2 1
rg:cg_yTA(s:(ga 2,3)—(1,1) |:1 ) 3:| = (-1, =2, -1).

Eftersom rs, = r3 = —2 &ar minst, och < 0, ska vi lata z3 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn az ur systemet Agaz = a3,

4 0 a3\ (2 _ (a3 (05
dvs [0 4} <&23> = <2),med losningen asz = <623> = <0.5>.

Det storsta varde som den nya basvariabeln x3 kan ¢kas till ges av

e .{@ - } .{L% a%} 0.75 by
"% = min j|ai3>0 = min = ==

i | as 057 0.5 0.5 ags

Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x5, = x5 inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x3.

Nu ar alltsa 8 = (1,3) och § = (2,5,4).
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3 0 1
0 2},medan Ag—[ ]

Motsvarande basmatris ges av Ag = { .

Basvariablernas virden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

4 27 (b1 (5 - = (b (05
dvs [0 2} <l_)2> = <3>, med I6sningen b = <l_)2> = <1'5>.
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Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

4 0 Y1 . 4 . . o Y1 o 1
dvs {2 2} <y2> = <2>, med losningen y = <y2> = <0>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

3 01
r}:c}—yTAgz(s,4,3)—(1,0)[1 A 3]:(0,4,2).

Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

Darmed ar punkten x1 = 0.5, xo =0, x3 = 1.5, x4 = 0, x5 = 0 optimal.

Tx = 5.

Optimalvéardet ar c
Uppgift 1.(b)
Eftersom rs, = 7o = 0 kan vi lata x2 bli ny basvariabel (och 6ka fran noll)
utan att malfunktionsvardet paverkas.

Da behover vi berdkna vektorn as ur systemet Agap = ao,

dvs 42 iz} _ (3 med 16sningen ay, = aiz) _ (05
0 2| \awn/) \1) s A2 =1 G, ) T \os )

Det storsta varde som den nya basvariabeln xo kan ¢kas till ges av
b; 05 1.5) 05 b
1A% in _—|di2>0 =ming — , — :_:__1'
i ap 0.5 0.5 0.5 ap
Minimerande index &r ¢ = 1, varfor 3, = x1 inte ldngre far vara kvar som basvariabel.

Dess plats tas av xo.

Nu ar alltsa 8 = (2,3) och § = (1,5,4).

3 2}, medan A(;:[

4 01
1 2 '

Motsvarande basmatris ges av. Ag = [ 0 4 3

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

3 2] (b1 _ (5 - (b)) (1
dvs [1 2} <b2> = <3>, med l6sningen b = (b2> = (1>
Den nya baslosning &r alltsa 1 =0, o =1, 23 =1, 4 = 0, x5 = 0.
Malfunktionsvirdet &r (forstas) fortfarande ¢'x = 5, s dven denna basldsning &r optimal.

Héar kan man sluta, men som kontroll kan vi fortsatta en stund till:

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna virden erhalls ur systemet Agy = cg,

dvs [2 2} (yz) = <2>, med losningen y = <y2> = <0>

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

4 0 1
=l -y A= w430 g ] ] =0

Eftersom rs > 0 sa ar den nya baslosningen mycket riktigt optimal.



Uppgift 1.(c)
Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x>0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b’y da ATy < ¢, som utskrivet blir:

maximera bHy; + 3y

dfoi 4y1 S 4,
3y + Y2 <3,

21 + 2y2 <2,

yi + 3y2 < 3,

4y < 4.

Det ar valkant att en optimal 16sning till detta duala problem ges av vektorn y med
“simplexmultiplikatorerna” i optimala baslésningen i (a)-uppgiften, dvs y = (1, 0)7.
Man kontrollerar snabbt att detta &ar en tillaten 16sning till det duala problemet ovan.
Vidare &r duala malfunktionsvirdet b'y = 5y; + 3y = 5 — 0 = 5 = optimalvirdet
for det primala problemet i (a)-uppgiften.



Uppgift 2.(a)

For enkelhets skull multiplicerar vi malfunktionen med faktorn %, vilket inte paverkar
optimala 16sningen x till problemet. D& blir malfunktionen
3 (x—a)T(x—q) = 3x"Ix—q"x+5q'q,
sa problemet P1 ar ekvivalent med ett kvadratiskt optimeringsproblem med linjéra
likhetsbivillkor pa formen
minimera % xTHx +c¢'x + ¢
da Ax=Db,

dir H=1 (4x4), c=—q, ¢y = %qTq, A= 1 _1 _1 :} ] och b= (8)
Matrisen H = I ar positivt definit, sa vi har ett konvext QP-problem.
Optimalitetsvillkoren ges da av. Hx — ATu= —c och Ax = b, dvs

x —ATu=q och Ax=0.

De forsta ekvationerna ger att x = ATu+ q , som insatt i Ax =0 ger ekvationssystemet
4 0 U -8 U —2
T _ 1 _ . . s 1 —
AA'u=—-Aq, dvs [0 4] <u2> <_4>,med l6sningen 1 <ﬂ2> <_1>.

-3
-1

Optimala l6sningen X ges sedan av % = AT+ q = 1 +
3

—_ = = =

4

2

0
—2
Uppgift 2.(b)

Sitt in x = ATv i malfunktionen, som da blir foljande kvadratiska funktion, efter

multiplikation med faktorn %:

fv) =5 (ATv—q)T(ATv —q) = 5 v (AAT)v — (Aq)"v + 3 q"q.

4 0. s :
0 4 } ar positivt definit.
f(v) dr ddrmed en strikt konvex kvadratisk funktion som minimeras da dess gradient

ar nollvektorn dvs d& AATv — Aq = 0. Detta ger ekvationssystemet

4 0 v 8 D 2
Ty, 1 o .. ~ 1 .
AA'v=Aq, dvs [0 4} <v2> = <4>, med losningen v = (62> = <1)

3
1

-3

AAT:[

Optimala 16sningen % ges sedan av % = AT =

Man kan notera att optimalt x till P1 och optimalt x till P2 ar ortogonala samt summerar sig
till q. Detta fr forstas ingen 6verraskning eftersom de bada underrummen A (A) och R(AT)
ar varandras ortogonala komplement.



Uppgift 3.
Det finns flera satt att 16sa problemet. Har foljer ett av dessa.

Problemet ar ett konvext QP-problem, och ddarmed &r KKT-villkoren bade nédvandiga
och tillrackliga villkor fér en global optimallosning.

Lagrangefunktionen till problemet kan skrivas:
L(x,y) = 32} + 323+ 203 —x1 — 2o+ cszs+y1 (4 — 21 — 32) +y2 (4 — 21 — 23) + y3(4 — 22 — 23).
KKT-villkoren blir da:

r1—y1—y2=1 0L/0x; =0 (KKT1)

o — Y1 — Yz = 1 8L/6£E2 =0 (KKT2)

r3 — Y2 —Ys = —C3 8L/6x3 =0 (KKT?))

x1+x2 >4  primal tillatenhet  (KKT4)

x1+x3 >4  primal tillatenhet  (KKT5)

x2+x3 >4  primal tillatenhet  (KKT6)

y1 >0  dual tillatenhet (KKT7)

y2 > 0 dual tillatenhet (KKTS)

y3 >0  dual tillatenhet (KKT9)
yi(xy + 22 —4) =0  komplementaritet ~ (KKT10)
y2(x1 + 23 —4) =0  komplementaritet  (KKT11)
ys(xa +x3—4) =0  komplementaritet  (KKT12)

(a). Med x = (2,2,2)7 uppfylls (KKT4)-(KKT6) med likhet, och dirmed &r (KKT10)-
(KKT12) uppfyllda. (KKT1)-(KKT3) ger da (efter att man 16st ett ekvationssystem) att
y1 = —c3/2 och y2 = y3 = 1 + ¢3/2. For att (KKT7)-(KKT9) ska bli uppfyllda krévs att
—2 § C3 § 0.

KKT-villkoren &r alltsa uppfyllda om och endast om c3 € [—2,0].

(b). Med x = (2,2,4)" uppfylls (KKT4) med likhet och (KKT5)-(KKT6) med strikt olikhet.
Dérmed ar (KKT10) uppfyllt, medan (KKT11)-(KKT12) kraver att yo = y3 = 0. (KKT1)-
(KKT2) ger da att y; = 1, och for att (KKT3) ska vara uppfyllt maste c3 = —4. &ven
(KKT7)-(KKT9) ar da uppfyllda.

KKT-villkoren &r alltsa uppfyllda om och endast om c3 = —4.

(c). Med x = (3,3,1)" uppfylls (KKT5)-(KKT6) med likhet och (KKT4) med strikt olikhet.
Déarmed ar (KKT11)-(KKT12) uppfyllda, medan (KKT10) kréver att y; = 0. (KKT1)-
(KKT2) ger da att yo = y3 = 2, sa for att (KKT3) ska vara uppfyllt maste cs = 3. &ven
(KKT7)-(KKT9) ar da uppfyllda.

KKT-villkoren &r alltsa uppfyllda om och endast om c3 = 3.



Uppgift 4.(a)
3

Eftersom f(x) = (z12323)? sd dr f(x) > 0 for alla x. Men X ér en tilliten 16sning med
f(%x) =0. Alltsa ar f(x) < f(x) for alla tillatna 16sningar x, vilket per definition innebér att
X ar en globalt optimal 16sning till minimeringsproblemet.

Uppgift 4.(b)

Varje globalt optimal 16sning ar dven en lokalt optimal 10sning, sa X &r en lokalt optimal
16sning till minimeringsproblemet.

Uppgift 4.(c)

f #r konvex om f(tu+ (1—t)v) < tf(u)+ (1—t)f(v) for alla u,v € IR3 och t € [0, 1].
Lat (exempelvis) u = (1,0,1)T, v =(1,1,0)T, ¢t = 0.5.
Da ar f(u) = f(v) =0 medan f(tu+ (1—¢t)v) > 0. f &r alltsa inte konvex.

Uppgift 4.(d)

Man inser att storsta vardet som f(x) kan anta i enhetssfaren ar strikt positivt, dvs alla tre
variablerna ar nollskilda i maxpunkten/maxpunkterna.

Eftersom (—z1)%=(+1)?, (—22)* = (+12)* och (—x3)% = (+23)% s& kan vi utan inskriinkning
anta att alla tre variablerna &r strikt positiva.

Att maximera f(z) ar da ekvivalent med att maximera In(f(z)) = 2In(z1)+4In(z2)+6 In(z3)
(som #r en konkav funktion!) under bivillkoret 22 + 23 + 22 < 1 och det implicita kravet att
variablerna ska vara positiva.

Detta dr i sin tur ekvivalent med att minimera —2In(z;) — 41n(zz) — 61n(zz) (som ar en
konvex funktion!) under bivillkoret 22 + 23 4+ 22 < 1 och det implicita kravet att variablerna
ska vara positiva.

.
V6 V3T V2

-
KKT-villkoren, eller Lagrangerelaxering, ger att x = < > ar optimal.

1 1 1\"
4 ).
V6~ V3 \/§>

Dérmed har vi 8 st maxpunkter till f(x) i enhetssfaren: x = (



Uppgift 5.

Har kommer ett exempel pa en LP-formulering.

Forst valjer vi foljande variabler:

Lat z; beteckna antalet ton som tillverkas pa normal arbetstid under manad j.
Lat y; beteckna antalet ton som tillverkas pa 6vertid under manad j.

Lat z; beteckna antalet ton som levereras till kunden i slutet av manad j.

Lat s; beteckna antalet ton som ligger i lagret under manad j.

Lat u; beteckna antalet ton som man ér “skyldig” kunden i borjan av manad j
(¢j inkluderande pj, pj11 etc.).

Da kan malfunktionen, som ska minimeras, skrivas
3

Z(ij +dy; +lsj+ fuj).
j=1

Bivillkoren som maste uppfyllas ar foljande:
s1=0, up =0,

r1+y — 21— 82 =0,

T2+ Y2 — 22+ 52— 83 =0,

3 +y3 — 23+ s3 =0,

Z1 +u2 = p1,

Z9 + U3z — U2 = p2,

Z3 — Uz = ps3,

z; <aochy; <bforj=1,2,3,

samt att alla variabler maste vara > 0.

Om man vill kan man eliminera variablerna z;, varvid bivillkoren i stallet blir:
s1=0, up =0,

1+ Y1 +uz2 — s2 = p1,

T2 + Y2 +u3z — Uz + S2 — 53 = pa,
T3+ Y3 —u3+ S3 = p3,

uz < pi,

uz — uz < pa2,

zj <aochy; <bforj=1,23,

samt att alla variabler maste vara > 0.



