Laboration 3 i SF1544/BE3003: Konstruera en optimal balk

Avsikten med denna laboration ar att:

- tréna pé maﬂabprogrammering (uttnyttja garna alla schemalagda laborationstillféllen)7
- Ova pa numerisk 16sning av differentialekvationer med Matlab,
- 16sa ett optimeringsproblem med en differentialkekvation som bivillkor,

- repetera och hantera metoden med Lagrangefunktioner for att 16sa optimeringsproblem med
bivillkor

- studera ett exempel nar en differentialekvation anvands for att bestdmma koefficienter i ek-
vationen, d.v.s. 16sa ett inverst problem.

Fragorna nedan, som inte alltid precist formulerade, ska ses som en vagledning for att skriva en
laborationsrapport.

1. Betrakta utbojningen u(x) av en fritt upplagd balk som léser Bernoulli-Eulers ekvation

(b(x)u"(2))" = f(x), x€(0,1)

u(1) = b(1)u' (1) = u(0) = b(0)u'(0) = 0 @

med bojstyvheten b(x) och kraften f(x) per langdenhet. Denna ekvation kan skrivas som ett system

Anta att bojstyvheten b ar styckvis konstant

b1 J]<1/3
bz) =1 by 1/3<a<2/3
b3 Z’>2/3



Fritt upplagd balk med styckvis varierande bredd: fran sidan (vinster) och uppifran (héger).
Malet ar att valja parametrarna b; > 0 och by > 0 med b3 = 1 — by — b; > 0 sa att
utbdjningen u(x,) minimeras,

dér x, ar en position i balken: testa x, = 1/2 och x, = 1/10. Vi kan tolka bivillkoret b; +by+b3 = 1

som att vi har en given méngd material att gora var balk av, med varierande bredd och konstant
hojd.

la. Lat U, vara en approximation av u(z,) for indelningen z, = nAz, n =0,1,2,...,N, Az =
1/N, och approximera andraderivatan med den vanliga andradifferensen

(D*U),, := (Upy1 — 2U, + Up,_1)/(Ax)? for n =1,... N — 1.
En approximation av differentialekvationen ar differensekvationen
(D?*BD?*U), =F,, n=1,....N—1, (D*U)y=(D*U)y=0, Uy=Uyx=0 (2)
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som kan skrivas
(DQW)H =F,
B,(D*U), =W,

B, =

n=1...,N—1

b1 .Z‘n<]./3
b3 l’n>2/3

, Wo=Wn=0
nzl,...,N—l, U():UN:O

och vi kan tolka D*U som en matris vektor multiplikation, med den tridiagonala (N —1) x (N — 1)

matrisen som har —2/(Az)? i huvuddiagonalen och 1/(Az)? i évre och undre diagonalen,

1
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Vi ska nu minimera utbdjningen U(z,,) (dar t.ex. x,, = 1/2) under bivillkoret att ekvationen
(2) ar uppfylld. Det dr anvindbart att studera Lagrangefunktionen L : RV~ x RV~! x R? — R

definierad av

=

—1
L(U, A\, b) =

n=1

5nk:{ 1 n=k

0 n#k.

Har ar B diagonalmatrisen med B,, i diagonalen,

B = diag(B,,) =

b

by

1—by—by

(U(20)0un. (Az) ™" + (F — D*BD?U),A,) Az,

Lat Gy, := Opn, (Ax) ! och skriv skaldrprodukten i RY ! som G- U = Zg:_ll G, U,. Forklara varfor

Lagrangefunktionen satisfierar

L(UAb) = (G-U+F-A—BDU-D*A)Az
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och ger ekvationerna

0 ai LA, B) = (Fy — (D*BD0)) Az, n—1,... N — 1,

0= 83 L(UA,B) = (Gn_ (DQBDQA)H)AL n=1,...,N—1, (5)
_ 9 0B, .

0= gy LUAB) = (-G DU DAz, i=1.2

1b. Vi ser att U € R¥"" I6ser (2) och A € R¥™" I6ser motsvarande ekvation med hogerledet G
istillet for F' och W € RV~!

(D°W), =G, n=1,...,N—1, ©)
B.(D*A), =W, n=1,...,N—1.

Ekvationssystemet (5) kan 10sas iterativt. For ett iterationssteg, m = 1,2,..., och en given
bojstyvhetsmatris B = B™ kan differensekvationen (3) losas och ger U = U™. Pa samma sitt
erhalls A = A™ fran (6) med B = B™. Bestdm sedan b; till exempel genom att implementera
iterationer med gradientmetoden i Matlab:

a m m m .
a(’?biL(U AT B™) i =1,2,

m+1l _ m

dar a > 0 véljs lampligt litet (for att iterationerna ska konvergera och b; > 0), prova t.ex. a = 0.5;
U™ € RV~ &r 1osningen till (3) med B = B™ och A = A™ € RY~!15ser (6). Variabeln bs elimineras
enligt by = 1 — by — be. Vilj t.ex. en jamt fordelad last f(x) = 1. Notera att L ska deriveras med
avseende pa diagonalelementen i (4). Valj punkten z,, = 1/2, och x,, = 0.2; hur skiljer sig den
optimal balken at i de tva fallen? Visa gérna en figur som illustrerar den optimal balkens bredd.

1c. Testa numeriskt noggrannheten av approximationen (2) till (1) (hur?). Beskriv de felkéllor din
16sning av optimal balk har och jamfor felens storlek. Gor experimentell storningsanalys. Ar stora
konditionstal inblandade? Motivera noggrannheten du ser. Hur kan noggrannheten testas utan att
ha tillgang till en exakt losning?

1d. Denna uppgift behover ej goras for att laborationen ska godkénnas. Generalisera uppgift la-c
till en balk med styckvis konstant bojstyvhet i M lika stora sektioner och genomfor approximationen
i uppgift 1b med t.ex M = 9. Jamfor slutsatserna i uppgift 1c med detta fall. Nu behovs mindre
a och fler antal iterationer.



