Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2
Numeriska metoder SF1544 och BE3003
8.00-11.00 16/3 2018

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv 16sningar med fullstdndiga meningar och utférliga motiveringar.
Del 2 rittas bara om Del 1 i denna tentamen eller kontrollskrivningen den 1/3 2018 ar godkénd.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng.

Det finns tva alternativa uppgifter 2; bara en av dem far ldmnas in.

la. (5p) Temperaturen u(x) i en stav vid positionen z, 0 < x < 1, med ldngd 1 uppfyller
randvérdesproblemet

Formulera en finit differensmetod for att approximera funktionen wu.
1b. (10p) Skriv ett Matlabprogram som utfor approximationen i uppgift 1a.

la. Lat x, = nAz, n =0,1,2,...,N + 1 vara en indelning av intervallet [0,1], dir Ax =
1/(N + 1), och approximera med differenskvoten

d—2u(x ) Upp1 — 2Up + Upgr
dz2 " (Ax)? ’

w(Zy) > Up.

Differensapproximation ger differensekvationerna

_un—l—l - 2un + Un+1

(Az)?

+Uu, =z, n=123...,N,

UOZO,

UN+1 = 2.
1



Ekvationerna i matrisform lyder Au = f dar

_ g . i;
Z3
u= , f =
L un | Y 2
L $N+2/A{£ ]

och forn=1,2,3,...N ochm =1,2,3,...,N har N x N matrisen A komponenterna

2(Ax)2 + 1, n=m,
Apm = —(Az)™%,  |n—m| =1,
0, ln —m| > 1.

1b. Ett exempel pa Matlabpogram ar

N=100;
dx=1/(N+1);
u=zeros(N,1);
A=zeros(N,N);
F=zeros(N,1);
X=zeros(N,1);

for n=2:N-1
x=n*dx;
X(n)=x;

A(n,n)=2/dx"2+1;
A(n,n+1)=-1/dx"2;
A(n,n-1)=-1/dx"2;

F(n)=x;
end
A(1,1)=2/dx"2+1;
A(1,2)=-1/dx"2;

A(N,N)=2/dx"2+1;
A(N,N-1)=-1/dx"2;

X(1)=dx;
X(N)=Nx*dx;



F(N)=X(N)+2/dx"2;
F(1)=X(1);

u=A\F;

hold on
plot(X,u,’b?)

2a. (bp) Betrakta differentialekvationen

Y (z) = f(z,y(x)), >0,
y(0) =2,

dir f(x,y) == y? — 2262241207~ 14249 e}y formulera den implicita bakat Eulermetoden for att

(1+a)2
approximera y(1)

2b.(5p) Skriv ett Matlabprogram som ger en approximativ losning av problemet i uppgift 2a
med implicita bakat Eulermetoden.

2c.(5p) Visa att det lokala felet fér metoden i uppgift 2b dr av ordning O((Az)?), dir Az &r
metodens steglingd, och forklara vad satsen om globalt och lokalt fel visar angaende metodens
globala fel.

2a. Lat x,, = nAx, n=0,1,2,...,N med Ax = 1/N, vara en indelning av intervallet [0,1]
och infor de obekanta y,, ~ y(z,) med bakdt Eulerapprozimationen

90:27
Yns1 = Yn + ALf (Yns1, Tny1), n=0,1,2,... N —1.

2b. Ett exempel pa Matlabkod dr

N=10000;

dx=1.6/N;

K=100;

£=0(y,x) y*xy-(x"4-6%x"3+12%x"2-14xx+9)/(1+x)"2;

hg=0(x) -(x~4-6%x"3+12*%x"2-14*x+9)/(1+x)"2; Y%anvands om (*) anvands

y=zeros(N,1);
x=zeros(N,1);
y(1)=2;
x(1)=0;
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for n=1:N-1

z=y(n);

x(n+1)=(n+1) *dx;

for k=1:K

z=y (n) +dx*f (z,x(n+1));
end

pA z=(1-sqrt (1-4*dx*z-4*dx*dx*g(x(n+1))))/(2*dx); %(x) alternativ till slingan over k

y(nt+1)=z;
end
hold on

plot(x,y,’r’)
hplot(x,y-(1-x).%(2-x)./(1+x),’b?);

2c. Vi har yni1 = Yn + Atf(Yns1, Tne1), n=0,1,2,... N — 1. Lit yo vara godtyckligt. Det
lokala felet dar da |y(Ax) — y1|. Taylorutveckling ger

y(Az) = y(0) +y'(0)Az + O((Az)?)
dir y'(0) = f(yo,x0) och vi far

= yo + Az f(yr,21)
=yo + Az f(yo + Axf(yr,21), 2o + Ax)
= yo + Az f(yo, 7o) + O((Az)?)

sd att det lokala felet blir |y, — y(Az)| = O((Ax)?).

Satsen om globalt och lokalt fel visar att om det lokala felet ir mindre in C(Ax)? och om vi
betraktar losningar y(x) som dr begrinsade av en konstant, sa att Of(y,x)/0y dr begrinsat av
en konstant K da gdiller att det global felet |y(1) — yn| dr begrinsat av CAz(eX —1)/K.

Alternativ uppgift 2.(15p) Formulera och bevisa en sats om stabilitet av en differensmetod
for varmeledningsekvationen.

3. Vi soker det minimala vintevardet

1/2
(1) min E[f(z,Y)] = min/_ |z — y[2dy

z€R zeR 1/2

diir Y #r en stokastisk variabel med likformig férdelning pa [—1/2,1/2] och f(z,y) = |z — y|?
for z € Roch y € [-1/2,1/2].



3a. (10p) Betrakta iterationerna

ZE():l

2
@) an:zn—Ata—f(:cn,Yn),n:0,1,27...,
Ox

och visa att det finns en konstant C' si att E[|z,|*] < C, n = 0,1,2,... for lampligt val av
At € R. Ange detta At. Har dr Y,,, n = 0,1,2,... oberoende stokastiska variabler som alla ar
likformigt fordelade pa [—1/2,1/2]. Uttrycket E[|x,|*] betecknar vantevirdet av |z,|*. Berikna
ocksa x, dar

E[f(z.,Y)] = min E[f(z,Y)]

zeR

och visa en feluppskattning for lim,, ., E[|z, — 2.|?].

3b. (6p) Skriv ett Matlabprogram som utfor iterationerna i uppgift 3a och plottar z,, n =
0,1,2,... N, (t.ex. med hjilp av Matlabkommandot rand dér help rand ger utskriften: rand
Uniformly distributed pseudorandom numbers. R = rand(N) returns an N-by-N matrix
containing pseudorandom values drawn from the standard uniform distribution on the
open interval(0,1).)

3c. (4p) I maskininldrning anvénds ofta iterationer i stil med (2). Metoden kallas da stokastisk
gradientmetod och den anvinds for att bestimma parametrar € RY i neurala nitverk. Den
vanliga gradientmetoden

0
Tpi1 = Tp — At%E[f(:En,Y)] ,n=0,1,2,...,

kréver berdkning vanteviardet E[f(z,Y)] i varje steg. Antag att detta gors med Monte Carlo-
metoden. Jamfor de tva iterationsmetodernas berdkningsarbete per iteration genom att ange
antalet funktionsevaluaringar som bor goras.



3a. Eftersom x, och 'Y, dr oberoende har vi Elx,Y,] = E[z,|E[Y,] och definitionen av'Y, ger
E[Y,] = ["% ydy = 0. Vi far da

—-1/2

E[|xn+1|2] = E[[x, — 2At(z, — Yn)|2]
= E[|(1 — 2At)x,, + 2AtY,,|*]
= E[|1 — 2At°|z, 2] + 4At(1 — 2At) E[x,Y,,] +4(A)*E[|Y,)?]
=0
1/2
— (1= 2A0E][ea]?) + 4(AL) / y2dy
—1/2
2
= (1 —2A8)*E[|z,|?] + (A;) .
=:a \j’ﬁ-/

Detta ger rekursionen
Ellz.]*] = aE[lz,-1[*] + 5
= a(aB[|z,2l"] + B) + 6
= &’El|zn—2|"] + B(1 + @)
=...=a"E[lz)* ] + Bl +a+...+a" )

1—a”
— nE 2
e N
Atl—a"
= (1 = 2A)"E|zo|*] +— .
(1 — 280" Efff?] 4+ 01
=1
Om |1 —=2At < 1, dv.s. om0 < At < 1, har vi
Atl—a" At
3 E n l=a" - — 0 P ——
(3) lanl] ="+ 57—~ 7 0% sa = an
néir n — oo, vilket ocksd ger E[|x,|*] <1+ ﬁ for alla n € N.
Vi ser att
1/2 1/2 1
/ |z —y|*dy = / (2% = 2zy + y*)dy = 2 + —
_1/2 —1/2 12
som har minimum for x = x, = 0. Svar: Metoden dr stabil om 0 < At < 1 och vi har

lim,, o0 E[|2, — 2. = ﬁ, déir x, = 0, med konvergensfart enligt (3).
3b. Ett exempel pa Matlabkod dr

N=10000;

dt=0.01;

x=zeros(N,1);



x(1)=1;
for n=1:N-1
y=rand-0.5;
x(n+1)=x(n) -dt*2* (x(n)-y) ;
end
plot(x);

3c. Lat M wvara ett positive heltal. Vi har Monte Carlo-approzimationen
M
Ellan — Yol?] = Y fan — You|?/M
m=1
dir Y, m = 1,..., M dr oberoende och likformigt fordelade pd [—1/2,1/2]. Da blir gradient-
metoden

M M
Y,
Tpy1 = Tp — 208 Y (T — Viu) /M = (1 = 2A)T, + 2L Y Mm .
m=1 m=1



