Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2
Numeriska metoder SF1544 och BE3003
8.00-11.00 12/4 2017

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv 16sningar med fullstdndiga meningar och utférliga motiveringar.
Del 2 rdttas bara om Del 1 i denna tentamen ar godkéind.
Betygsgranser inklusive bonuspoing: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng.

Det finns tva alternativa uppgifter 1; bara en av dem far ldmnas in.

1. Betrakta differentialekvationen

la. (10p) Skriv en Matlabkod for att approximera z(1) och y(1) med bakat Eulermetoden och
en indelningen med steglangd At < 0.1 med parametervalet ¢ = 0.001.

1b. (5p) Vad hénder om approximationen i uppgift la gors med framat Eulermetoden istéllet
och steglangden At = 0.1 for parametervalet € = 0.001?7 Motivera ditt svar.

la. Vi har med indelningen t, = nAt, n = 0,1,2,..., och approximationen [yn ] ~

n

{ y(tn) } bakdt Eulermetoden
Z(tn)

At
Yn+1 = Yn + T(l - yn-i-l) )

Zpyl = Zn T AtynJrl Zn+1 -

Vi far
_ Yn +At/e
Il = A e
— Zn
S 1= Atynyr

Ett exempel pa en Matlabkod dr
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T=1;
N=100000;
dt=T/N;

eps= 0.001;
y=zeros(N,1);
z=zeros(N,1);
t=zeros(N,1);
y(1)=0.5;
z(1)=1;
t(1)=0;

for n=1:N-1
t(n+1)=nx*dt;
y(n+1)=(y(n)+dt/eps)/(1+dt/eps);
z(n+1)=z(n)/(1-dt*y(n+1));

end

plot(t,y)

hold on

plot(t,z)

Ett annat exempel pa Matlabkod baserad pa fixpunktiterationer dr

T=1;

N=10000;

dt=T/N;

K=10;

v=[0.5;1];

eps=0.001;

F=0(y,z) [(1-y)/eps;y*z];

for n=1:N-1
W=V,
for k=1:K
w=v+dt*F (w(1) ,w(2));
end
V=W;
end
display(v);

1b. Med framat Eulermetoden har vi

At
Ynt+1 = Yn + ?(1 - yn) )

Znt1 = Zn + Atynz, .



och Y1 = yn(1 — At/e) + At/e. Lat v, =y, — 1. Da dr

Upa1 = Up — Atv, Je = (1 — At/e)v,
sd

lva| = [(1 — At/e)"vo| = 99" |vg| — 0

ndr n — oo. Framdt Eulermetoden fungerar dirfor ej. Aven den andra Matlabkoden baserad pd
fixpunktiterationer blir instabil om N inte dr tillrickligt stort.

Alternativ uppgift 1. (15p) Formulera och bevisa en sats om konditionstal for 16sning av
linjara ekvationsystem.

2. Betrakta egenvérdesproblemet
—u"(z) +u(z) = Mu(z), 0<z<l1,
1) u(0) =0,
uw'(1) =0,

dar A € R ér egenviirde med tillhérande egenfunktion u : [0, 1] — R.
2a. (5p) Formulera en finit differensmetod for att approximera (1).

2b. (5p) Beskriv en iterativ metod for att bestdmma det minsta egenvérdet till problemet i
uppgift 2a. (Tips: alla egenvéirden &r positiva).

2c. (10p) Skriv ett Matlabprogram for att bestimma det minsta egenvéirdet till differensmetoden
i uppgift 2a med hjalp av iterationerna fran uppgift 2b.

2a. Gor indelningen x, = nAzx, n = 0,1,2,....N + 1, med Az = 1/(N + 1), och finit
differensapproximationerna
U == u(xy,),
Un41 — 2un + Un+1 ~

L ~ u"(x,).

som insatt i (1) ger

_un+1 - 2un + Un+1

(Az)?

+ U, = \u,, n=12,...,N,

UOZO,

UN+1 = UN-
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Bilda egenvektorn u = (uy, Uy, ..., un,uns+1) € RV och (N + 1) x (N + 1) matrisen A med
elementen

2+ (Az)? n=m<N

A 1 1 n=m=N-+1
mn (A$)2 —1 ]n—m| =1
0 annars.

Egenvdrdesproblemet kan déd skrivas Au = \u, med egenvirden A € (0,00) och egenvektorer
uc RV+L

2b. Vi séker det minsta egenvirdet till A med iterationer. Om A har egenvirdena Ay < Ay <

. < Ang1 har dess invers A7 egenvirdena 1/Ny > 1/Xy > ... > 1/Ani1. Vi kan dirfor
anvinda potensiterationer tillimpat pd matrisen A, dvs. w4, = A~ ag. For att slippa bilda
mwversen loser vi © varje iteration istdllet Aug,, = ug.

2c. Ett exempel pa Matlabkod ar

N=1000;
dx=1/(N+1) ;
A=zeros(N+1,N+1);
u=ones (N+1,1);
ub=zeros(N+1,1);
K=10;

for n=2:N
A(n,n)=(2+0*dx*dx) / (dx*dx) ;
A(n,n-1)=-1/(dx*dx) ;
A(n,n+1)=-1/(dx*dx) ;
end
A(1,1)=(2+dx*dx) / (dx*dx) ;
A(1,2)=-1/(dx*dx) ;
A(N+1,N+1)=1/(dx*dx) ;
A(N+1,N)=-1/(dx*dx) ;
for k=1:K
ub=u/norm(u) ;
u=A\ub;
lam=u’*ub;
end
display(1/lam)



3.(15p) Foljande adaptiva kvadraturalgoritm beskrivs i kursboken

To approximate f; f(z)da within tolerance TOL
_a+b
‘T
a)+ f(b
Sy — 0 10

b—
if‘S[mb} — S[(w] — S[Qb]’ < 3TOL<—a>

borig - aorig
accept S + Sjcp as approximation over [a, b]
else

repeat above recursively for [a, ¢] and [c, b]

end.
Ersétt i denna algoritm trapetsmetoden Sjp = (b — a)w med Eulerapproximationen
Siap) = (b — a)f(a) och forklara hur den adaptiva kvadraturalgoritmen ska dndras for att en

optimal approximation av fol f(z)dz ska erhallas med Eulerapproximationen. Motivera ditt svar
noga.

3. Med Eulers metod har vi

/ f(@)de = (b— a)f(a) +F'(E) (b — a)?/2
a %,—/

=Sab

ddr & dr mellan a och b. Vi far

b c b
[ taie= [ ot [ e =St Sat F€)0 - 0P8+ £(E@)0- )
med & mellan a och ¢ = (a+b)/2 och & mellan ¢ och b, vilket ger felet

@ 1 [ fr = ot Sl = 17@)0 — a8 + (e - ass) = LRI

Vi har ocksad

(b—a)*

‘Sab - (Sac + Sbc)‘ = 9

F6)+1(&)) 6= a?lf )

REAGES 1 5
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Eftersom detta uttryck dr det samma som uppskatiningen av felet i (2) ska den adaptiva algo-
ritmen dndras till
To approzimate f;f(m)dx within tolerance TOL
a+b
C =
2
S[a,b] = (b o a)f(a)
. b—a
lf|S[a7b] — S[mc] — S[c,b]| < TOL(—)

borig - a'om'g

accept Siq,q + Sy s approximation over |a, b]
else
repeat above recursively for [a,c| and [c, D]

end

for Eulers metod.



