Kontrollskrivning, Matematik pabyggnadskurs 5B1304
Tisdagen den 26 april 2005, kl 10.15-11.15

Tillatet hjalpmedel: Beta. For godként kriavs minst 5 poang.

1. a) Bestdm konstanten a sa att funktionen h(z,y) = 2% + 3z + ay® + 2y
ar harmonisk.

b) Lat z = x + iy. Funktionen f &r analytisk i hela komplexa planet.
Realdelen Ref(z) = h(x,y) och f(0) = 0. Bestdm f. (4p)

2. Ekvationen y” —y =0 har potensserielosningar y = > o, apz".
Y Y p k=0

a) Ange en ekvation mellan koefficienterna  a,,, a, 41 och a,.o for varje n.
b) Bestam koefficienterna ag, a;,as, a3z och a4 for den 16sning y som
uppfyller y(0) =1, y'(0) = 0. (4p)



Losningar till Kontrollskrivningen, Matematik papyggnadsskurs
den 26 pril 2005

1. a) Villkoret for att h skulle vara harmonisk &r att h,, + hy, = 0.
Eftersom h, = 2x + 3, hy, = 2ay + 2, hyy = 2, hy, = 2a, foljer det att h ar
harmonisk precis da a = —1.

b) Lat Imf(z) = g(z,y). Da ar f(z) = h(z,y)+ig(x,y). Ett nédvandigt
villkor for att f skulle vara analytisk ar att h och g uppfyller Cauchy-
Riemanns ekvationer h, = ¢, och h, = —g,, dvs. (1) 2z +3 = g, och
(2) =2y + 2 = —g,. Fran (1) foljer att g(x,y) = 2zy + 3y + ¢(x) for nagon
funktion ¢ = ¢(x). Genom att anvénda ekvation (2) foljer att ¢'(z) = —2
och vidare att ¢(x) = —2x + C dér C ar en konstant. Vi far att g(z,y) =
2zy + 3y — 2z + C. Eftersom h och g uppfyller Cauchy-Riemanns ekva-
tioner och de har kontinuerliga partiella derivator, &r funktionen f(z) =
22 + 3z — y? + 2y + i(2zvy + 3y — 2z + C) analytisk. Villkoret f(0) = 0 ar
uppfyllt om iC = 0. Svar: f(z) = 2% + (3 — 2i)z.

2. a) Vi deriverar serien y = > oo apx’ 1y = >0 kagat T,
y' = >, k(k — 1)agz* 2. Genom att byta summeringsindex k = n + 2,
Yy = > (n+ 2)(n + l)ayox™.  Inséttning i ekvationen medfor att

S (n+2)(n+1)a,. e —a,)z™ = 0. Alla koefficienter maste vara = 0. For

n=0
Varje n = 07 1,27 e Ay = m.
b) Villkoret y(0) = 1 medfér att y(0) = ap = 1. Frany’ = a1 +2a2+...
ao

foljer y/(0) = a; = 0. Med hjilp av formeln i a) far vi att ay = % = £,

2
az = 55 = 0, etc. Koeflicienterna ar ag = 1,a; = 0,a3 = %,ag =0,a4 = i .




