Matematiska Institutionen
KTH

Lésningar till inldimningsuppgift nummer 2 till kursen Diskret matematik for F3,
Flspec, vt06.

1. Undersdk om det finns en grupp G med 144 element som har delgrupper G, G2 och G3 med
12, 12 och 8 element och sa att

GiNGy =10, |GiNGs|=4, |G2NGs|l=2.

Losning Grupperna G7 och G ar delgrupper till G och innehéller samma identitetselement
som (. Da kan inte deras snitt vara tomt. Alltsa finns inga sadan grupper G och Gs.

2. Rutorna pa ett schackbridde med 64 rutor firgas antingen svarta eller vita. Hur manga olika
schackbriiden kan man fa om tva schackbriden riknas som lika om man kan vrida det ena
till det andra.

Losning Gruppen G av tillatna transformationer av schackbridet bestar av fyra element:
Om ¢ betecknar vridning 90 grader s dr G = {p, ©?, 3, ¢* = id}.

Vi anviander Burnsides lemma

1
antal olika schackbréden = al Z |Fizg.
geG

Med vanliga schackbeteckningar giller att ¢ och ¢3kan beskrivas som en produkt av 16
stycken 4-cykler och ¢? som en produkt av 32 stycken 2-cykler som i exemplet nedan:

@ = (a8 h8hlal)---(dbe5ed dd)

For en farglaggning som &r innehallen i F'iz, géller att den &dr konstant pa alla 16 cyklerna
som beskriver ¢, dvs rutorna i cykeln (a8 h8 hl al) har alla samma firg.

Alltsa maste |Fiz,| = 210, |Fiz 2| = 232, |Fizs| = 20, |Fiz| = 204,

Svar (264 4 252 4 216 4 216) /4,

3. Lat F beteckna den &éndliga kroppen med 16 element som erhalles med hjilp av kroppen Z,
och det irreducibla polynomet z* + = + 1:

K = {ap + a1z + aga® + azz® | a; € Zo, i=0,1,2,3}
och dir man riknar som om z* = z + 1.
(a) Los i denna kropp ekvationen 22 — (2% + x)z + 23 = 0.
Losning Provning ger att elementet x + 1 &r en rot. Produkten av ekvationens rotter
ar 23, Alltsa soker vi 23(x + 1)71. Euklides algoritm ger
e+ l=0@ 422 +2)(z+1) +1.
Hirur sluter vi att (z +1)~! = 2% + 22 + 2. Den andra roten blir da lika med
(Bt ra) =2+ 2+t =22+ D@+ D)+ +1=2%41.
Svar x + 1 och 23 + 1.



(b)

Bestdm en andragradsekvation som inte &r losbar i denna kropp.

Lésning Polynomet z# 4 = + 1 #r primitivt och vi finner att

r =
2 = g2 2 = 22+z

B = B 29 = 22+ +1
= i st = 2+t

5 9 2 = B+ +ar+1
r© = "+t 13 3 .2

¥ = "+

' = zw+zx+1 15

8§ _ 9 x =1

z® = z°4+1

Vi undersoker nu andragradsekvationer av typen
2(z4+a)=1 dvs 2z '=z+a.

Med a =1 far vi t ex (2°)7! = 2'% = 25 + 1. Ekvationen z(z + 1) = 1 har allts& roten
z = x° och da #r inte polynomet z(z + 1) + 1 irreducibelt. Nista forsok a = x duger
eftersom ! + a # x5~ for alla virden pa t.

Saledes

Svar Till exempel 22 + zx + 1.

Finns det nagon kropp som innehaller K och i vilken din ekvation ovan &r losbar.

Losning Lat F' beteckna kroppen ovan med 16 element. Betraktar médngden av alla
polynom
K=Flz]={a+bz|abe F}

och dér man riknar som om 22 = zz + 1. Méngden K utgor en kommutativ ring med

etta och varje element har en invers, eftersom polynomet 22 +xzz+1 &r irreducibelt. Med
hjélp av Euklides algoritm kan man till varje element p(z) i K bestdmma ett element
q(z) sadant att

p(2)a(z) +d(2)(z" + 22+ 1) =1,

och p(=) " = g(2).



