LOSNINGAR till tentamensskrivning pa kursen Algebra och kombinatorik for F3,
5B1302, 25 maj 2000.

1. 91z +41 = 18 (mod 101) ger att z = 91 1(18 —41) (mod 101). Fran Euklides algoritm for talen
101 och 91 erhalles 91~! = 10 och man fir att £ = —230 (mod 101). Séledes

SVAR: z = —230 + n101 dér n godtyckligt heltal.

2. a) af =(14 3 2)(5).
b) ¢ = Ba1=(13 4)(2 5)(1 52 4 3)=(1 2)(3)(4)(5).

3. a) Vi skall vilja tre platser av tio till de tre M:n, tre platser till de tre O:na och tre platser till
de tre R:na. Svaret ges d& av en multinomialkoefficient som &r lika med talet

10!
313131!

som enkelt férkortas till SVAR: 16800.

b) Vi kommer att anviinda inklusion exklusion. Lat M, R och O beteckna mingderna av de ord
didr man har tre stycken M, R respektive O i rad. Svaret ges da av

16800 — (|M| + |R| +|O]) + (M NR|+ |RNO|+|MNO|) — I MNRNO|.

Tanker vi oss bokstdverna som bokstavsklossar och klistrar i hop de tre M:en till en enda kloss
far vi med samma motivering som i uppgift a) att |M| = 8!/3!3! = 1120. Méngderna R och O #&r
forstas lika stora. Med samma teknik erhalles |M N R| = 6!/3! = 120 och [M N RN O] = 4! = 24.

SVAR:16800-3360+360-24=13476.

4. En alternerande stig dr a2,2b,b4,4d,d1l. Ersdtter vi kanterna 2b och 4d i matchningen M
med kanterna a2, b4 och d1 s erhaller vi alltsa en storre matchning innehéllande fem kanter. Da
la,b,c,d| —|J(a,b,c,d)| =1 sa finns enligt sats i boken ingen matchning med fler &n 6-1 kanter.
Alltsd ar var funna matchning maximal.

5. Vi far tre olika fall att reda ut: fall 1: Alla klossar i en rad; fall 2: en rektangel med sidorna tva
respektive atta klossar; fall 3: en kvadrat.
I samtliga fall anvénder vi oss av att antalet olika fargliggningar ar

1
@ZG F(g)

dir F(g) dr antalet firgliggningar som fixeras av vridningen g.

fall 1: (Alla klossar i en rad) G = {id, ¢} dir ¢ betecknar vridning ett halvt varv. Om en
farglaggning skall fixeras av ¢ maste kloss nummer ¢ ha samma firg som kloss nummer 16 —i. For
varje kloss finns tre mojliga firger. Saledes F(¢) = 38. D4 F(id) = 3'® s4 finns

1
- 316 38
S0+ 39)
olika utléiggningar i fallet 1.
fall 2: (rektangel med sidan 2) G = {id, ¢} dir ¢ som i fall 1. Om en firgliggning skall fixeras

av ¢ maste kloss i position (7, j) ha samma firg som klossen succesivt speglad i badda av rektangelns
axlar. For varje kloss finns tre mojliga firger. Saledes F(¢) = 3% D& F(id) = 3% s4 finns

1
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olika utliggningar i fallet 2.



fall 3: (kvadrat) G = {id, v, %?,13} dér ¢ betecknar vridning ett kvarts varv. Om en firgliggning
skall fixeras av 1/* maste kloss i position (i, ) ha samma firg som motsvarande kloss ett k st kvarts
varv bort. For varje kloss finns tre mojliga firger. Saledes F(¢) = 3%, F(¢3) = 3* och F(y?) = 38.
Déa F(id) = 3'6 sa finns

1
5(316 +3% +3*+3%
olika utldggningar i fallet 3.
SVAR: §(3'6 4+ 3% +3'6 + 3% + 36 + 3% - 3" + 3").
6. a) Om det vore primitivt skulle elementet x ha ordning 24 i den kropp med 25 element som ges

av polynomet. Vi vet att x méste ha en ordning som delar 24, dvs ordningarna 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12
eller 24. Sedvanliga kalkyler ger att

P=dr+3, 2’ =42+2, 2 =32+2, 25 =42z +2)? =2, 212 =22 =—1.

Om 2® vore lika med 1 skulle z* vara lika med -1 ty -1 &r enda element jimte 1 som 15ser ekvationen
22 =1.
Vi kan saledes sluta oss till att x varken har ordning, 1, 2, 3, 4, 6, 8, eller 12. Enda mgjligheten
ir da att x:s ordning &r 24.
b) Vi sitter polynomet lika med noll for att séka hitta nollstéllen. Kvadratkomplettering ger
ekvationen
(z432)24+1-92° =0

som forenklas till ekvationen
(z+3z)? =z + 1.

Vi undersoker nu om det finns element i F' vars kvadrat dr lika med z + 1. Kvadraterna dro
potenserna x2* dir k dr ett heltal varav nagra har vi redan riknat ut. Med hjilp av rikningarna
i uppgift a) far vi de aterstaende 2-potenserna av x:

28 =282 = 2(4x + 3), 2'0 = 252* =232 + 2), 2™ =2'%2° = —1(42 + 3),

218 =212 = 13z 4+ 2), 218 = 21225 = -2

220 = 218% = —2(4x + 3), 222 =¥ = 23z + 2).

Ingen 2-potens &r lika med x + 1 och givna polynomet saknar nollstillen i F' och dr da p gr a
att graden &r tva irreducibelt.

SVAR: Polynomet &r irreducibelt.

7. SVAR: Ja
Motivering: Lat ¢1, ¢2, ..., ¢ vara en bas for den linjira koden C dvs om d € C sa ér d en
linjairkombination av dessa ord.

Lat C' vara mingden av linjirkombinationer av orden ¢;, ¢z, ..., ¢ och ordet c. Det ricker att

visa att kodens minimalvikt &r minst tre eftersom koden #r linjir. Om nédgon linjdrkombination
A1c1 + Agca + ... + Agcr + Ac av dessa ord skulle ha en ligre vikt dn tre skulle avstandet mellan
orden Aic; + Aaco + ... + Agcr och A¢ vara mindre dn tre dir A = 0 eller 1. Detta beror pa att
d(z,y) = w(z + y). Séledes maste minimalvikten i C' vara tre.

8. Betrakta ringen Z,»_1. Da sgd(p,p™ — 1) =1 sa ligger p i gruppen G av enheter i denna ring,.
D& p"” = 1 och p* # 1 for k < n si &r p : s ordning i gruppen G lika med n. Antalet element i G
ar just ¢(p™ — 1) och enligt viillkéind sats s& har varje gruppelement en ordning som delar antalet
element i gruppen.



