Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Algebra och Kombinatorik fér F3, 5B1302,
onsdagen den 20 augusti 2003.

1. Det dechiffrerande talet d satisfierar de = 1 (mod 120) eftersom 143 = 11 - 13 och 120 =
(11 — 1)(13 = 1). Euklides algoritm ger 120 = 4 - 31 — 4 och 31 = 8 -4 — 1 varur erhalles att
1=8-4—-31=28(4-3—120) — 31 =31-31—8-120. Alltsd &r d = 31. Vi finner att 2% =143 —30,
216 =143 42, 232 =143 48. Dérur 231 =143 48/2

Svar 24.

2. Man finner att a,, #r koefficienten fér 2™ i produkten av polynomen (z + 22 + 23 +...), ((2?) +
(22)2 4+ (22)2 +...) och ((2*4) + (2*)2 4 (2*)? + ...). Dessa polynom #r geometriska serier vars
summa ar respektive

z 2’2 Z4

142" 14227 1424

Saledes

Svar

27

AQ) = Taraas

3. Trial and error metoden anvinds. Polynomet 22 — x — 4 testas forst frimst kanske for att d ar
22 = x4+ 4 i den av polynomet definierade kroppen med 49 element. Inga nollstillen i Z7 ger att
polynomet &r irreducibelt. Det &r da primitivt om ordningen av elementet z &r 48. Vi gor foljande

kalkyler
tt=(r+4)2 =22 +82+16=(z+4)+(x+2) =21

=02 -1 =42 —dr+1=4(x+4) —4r+1=3
20 =32 =2
2 =% =2.3=—1.
Ordingen av elementet x &r med nodvéndighet en delare till talet 48. Da denna ordning enligt

kalkylerna ovan varken delar 24 eller 16, s4 maste ordningen vara 48.
Svar T ex polynomet x? — x — 4 dr primitivt i Z[z].

4.Koden skall definieras av en kontrollmatris av formatet 3 x 7 vars kolonner samtliga &r skilda
fran nollkolonnen och olika. For att de givna orden skall tillhora koden maste summan av forsta,
andra och tredje kolonnen vara noll och summan av foérsta, femte och sjétte kolonnen vara noll.
En sadan kontrollmatris ar ldtt att stélla upp. Vi far

Svar
1 1 0 0 1 01
1 01 0 0 11
1 101 0 10



5. Lat k och r vara hela tal sadana att a = kb + r dir 0 < r < b. Kongruensekavationen ovan kan
da uttryckas som att
P —1—(p"—1)=0 (modp®—1).

for nagot heltal d. D4 p® = 1 (mod p® — 1) #r ovanstende ekvivalent med att
p'1F —p" =0 (mod p®—1)

vilket ju uppenbarligen &r sant.
6. a) Av nio positioner skall tre viljas ut till placeringa av E:na, tva till A:na osv. Vi far multino-

mialkoefficienten
9
3,2,2,1,1)°

b)Fall 1: Tre olika bokstiver i ordet V&lj bland A, N, B, E och L. Antalet mojliga ord &r
5-4-3=60.

Svar a)

Fall 2: Tre lika bokstdver i ordet Enda mojliga ord dr AAA.

Fall 3: Tva olika bokstiver i ordet Tre mojliga positioner fér dubbelbokstaven, tre méjliga val
av dubbelbokstav (A, N eller L) och fyra méjligheter for den enstaka bokstaven ger antalet mojliga
sadan ord &r 3 -3 -4 = 36.

Antalet méjligheter i respektive fall summeras och vi far
Svar b) 60+1+36=97.

c¢) Bilda ny bokstav som heter AL, sd nu har vi atta bokstéver, bokstéverna AL, A, AN, N, L,
B, E, att kombinera ihop till ord som garanterat innehaller delordet AL. Vissa av dessa kommer
dessvirre att innehall tva AL som delord. Det forsta AL:et i kan var bokstaven AL och det andra
kombinationen av bokstdverna A och L, eller vice versa. Det ordet kommer alltsa med tva ganger
i var forsta upprékning av ord. For att berdkna antalet ord med tva stycken AL bildar vi en andra
bokstav AL, sammanlagt alltsa sju bokstéver, AL, AL, N, N, B, E och A. Totala antalet ord med
dessa sju bokstéver blir

7
(2, 2,1,1, 1>'

8 B 7
1,2,2,1,1,1 2,2,1,1,1)

7.Anvénder rekursiv formel for berékning av kromatiska polynom. Lat G, beteckna den graf man
far nédr kanten mellan nod 3 och 4 tas bort och G, beteckna den graf som eralls nér i grafen G,
noderna 0 och 3 identifieras.
Antalet sitt att farga grafen med A stycken fiarger dr lika med summan av antalet sitt att farga
graferna G. och G. i X olika firger. Dessa antal dr lidtta att beriikna

For G.. Om noden 0 farkas med férgen c; sa finns A—1 mojligheter for noden 5 och A—2 mojliga
farger for noden 4. For noderna 1, 2 och 3 finns A — 1 mojligheter. Totala antalet mojligheter &r

Svar c)

AA=1D*(A=2).
Fér G, Motsvarande resonemang ger att antalet mojligheter dr

A =12\ —2)2



Med A = 7 insatt i summan av ovanstaende uttryck far vi
Svar 7(6%5 + 6252) = 51660

8. Identitetselementet i G dr elementet (1,1,...,1). Ett element «; i kroppen F,, dr inverterbart
precis da a; # 0. Elmenten i G ir alltsa de element (aq, ao, ..., ax) dir o; 20 fori=1,2,... k.

Saledes antalet element 1 G &r
k

&l =T - v

Nu giiller
(i) Om H ir en delgrupp till G sa gdller att mdngden

(hl,hg,...,hk) EH}

bildar en delgrupp till den multiplikativa gruppen F, i F, .

Denna grupp F;; &r cyklisk med p; —1 stycken element. Alltsa géller enligt kéint eller littbevist
faktum att

(ii) For varje delare d; till en cyklisk grupp med p; —1 stycken element finns precis en delgrupp,
och inga andra delgrupper finns.

Den slutsats vi kan dra av (i) och (ii) &r till varje uppéttning av tal di, da, ..., dx som &r
delare till respektive pi, po, ..., Pk sa finns en delgrupp H med Hle d; element sadan att H;, (se
definition ovan), har d; element och &r en delgrupp till F; for i =1,2,...,k.



