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|. Approximerad derivata av arcustangenten

Denna uppgift gick ut pa att plotta derivatan av  f (x)=arctan2x . Sedan skulle vi &ven uppskatta
avvikelsen av approximeringen fran den dkta derivatan.

Den idkta derivatan for  f (x)=arctan2x ges av:

f(x)=g(h(x))
g(x)=arctan (h(x))

h(x)=2x
f'(x)=g"(h(x))-h'(x)
N
g(x)_1+4x2
h'(x)=2
fr(x)=— =2

T 14ax’ T 14+4%

Den dkta derivatan kallar vi:

2
dkta ’ ('x ) =
S 1+4x°
En approximerad derivata ges av derivatans definition da h ej gér mot noll (4r konstant) vilken &r:

flx+h)—f(x)

S rirme (X)= , Plottning av funktionen syns i Figur 1.1

Vi testade olika virden pé h och kom fram till att h = 0,01 gav en approximation dir man faktiskt
kunde se skillnaden mellan ndrmevirdet pa derivatan och den dkta derivatan.

arctan (2x+0,02 ) —arctan (2x
fna'rme’(x): ( 0 01) ( )

Skillnaden mellan den dkta derivatan och ndrmevéardet berdknas sedan genom:

Plottning av funktionen syns i Figur 1.1

Af1(%)= fana (X)= f wirme ' (x) Plottning av skillnaden syns i Figur 1.2

For att fi en béttre approximation kan man istéllet anvdnda medelvérdet av véanster och
hogerderivatan vilket &r:

_S(x+h)— fx—h)

fmedel (X)— %h
Det ger:
, arctan (2x+0.02)—arctan (2x —0.02)
fmedel (X): O 02

Plottning av funktionerna /4, ' (x) och f e (x) finnsi Figur 1.3
Skillnaden mellan den dkta derivatan och den béttre approximationen far man genom:

A [ (%)= f it (X)= fmeqer ' (x) Plottning av denna finns i Figur 1.4



Figur 1.1

Den grona linjen representerar den dkta derivatan medans den blé representerar den approximerade
derivatan.
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Figur 1.2
I grafen for skillnaden A f,'(x) kan man upskatta det storsta felet till: A £, '~*1,3-107°
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Figur 1.3

Nu kan man se att graferna ligger véldigt nira varandra dven for ett virde pd h s hogt som 0.01.
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Figur 1.4
I grafen for skillnaden A f,'(x) kan man upskatta det storsta felet till: A £, '~—2,7-10"




Il. Grafisk analys av funktioner

I denna uppgift skulle vi utfora givna kommandorader i MATLAB och genom att studera graferna
som plottades bestimma vilken funktion som tillhorde vilken grad av derivata.

Nedan syns grafen som MATLAB plottade ét oss:
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Vi antog att kurvorna var polynom av vixande grad.
Funktionen: f (x)=x" (ett polynom av graden n) har derivatan:
£ (x)=nxt!
Detta betyder att for varje derivering man utfor sd minskar graden ett steg.

Viundersokte sedan hur manga extrempunkter de tre polynomen hade. Detta gav oss tre
extrempunkter for den bla grafen, tva extrempunkter for den grona grafen samt en extrempunkt for
den réda. Detta implicerar att ba grafen ar en grad hdgre dn den grona och den grona dr en grad
hogre &n den rdda, d.v.s. den roda funktionen &r derivata till den grona och den grona funktionen ér
derivata till den bla.

f(x)zprd(x)
f’(x)=Pgr6n(x)
f(x)=P;(x)



lll. Derivator och kontinuitet for tre givna funktioner

I denna uppgift skulle vi analysera tre funktioner ur 6vningshiftet. Vart funktionerna var
deriverbara och kontinuerliga skulle bestimmas. En funktion séges vara kontinuerlig om den ar
kontinuerlig 1 varje punkt dir den dr definierad.

Funktionerna deriverades och plottades tillsammans med derivatan for att fa en béttre dversikt av
deras beteenden.

Forsta funktionen vi skulle analysera var:  f (x)=In(x+V1+x°)

Den bla grafen representerar funktionen:
f(x)=In(x+V1+x°)
Den grona grafen representerar derivatan:
1

S =

Funktionen definierad da x€IR vilket implicerar att f(x) ar kontinuerlig i alla punkter. Kurvan &r
sldt och detta betyder att den ej har négra kantiga horn, detta séger oss att den ar deriverbar i alla
punkter.

f(x)=In(x+V1+x*) Kontinuerlig och deriverbar i alla punkter.
Derivatan definierad d@ x€IR vilket implicerar att d&ven den ar kontinuerlig i alla punkter. Av
funktionen f6ljer att derivatan dr slit och dven den deriverbar.

fx ):? Kontinuerlig och deriverbar i alla punkter.
X



o o
Andra funktionen vi skulle analysera var: f (x)=1In( 2)

Den blé grafen representerar funktionen:
|

f(x)zln(m)

Den grona grafen representerar derivatan:

1
fr)=——
x(1+x%)
. X
xllgn In ( \/1|+7|x2 )=—c0 Grinsvirdet for f(x) da x gar mot 0 frén vinster.
. X
xljglg In( \/1|T|xz )=—0 Griinsvirdet for f(x) d& x gér mot 0 frdn hoger.
. , 1
lim f'(x)=————-=—% Grinsvirdet da f(x) gér mot O fran vénster.
X 0 x(14x7)
. , 1
lim f'(x)=————-=+% Griinsvirdet d& f(x) gér mot O fran hoger.
X 0 x(1+x7)

Denna funktion &r diskontinuerlig i x = 0. Funktionen avtar mot odndligheten 1 x = 0, detta ger att
den inte dr deriverbar 1 denna punkt. I 6vrigt dr den deriverbar, sldt och kontinuerlig.



Derivatan till funktionen &dr dven den diskontinuerlig i x = 0. For alla x#0 &r derivatan
kontinuerlig och deriverbar.

X
f(x)=In( \/%) Icke deriverbar och diskontinuerlig i x = 0.
X

1

f'(x)=———- Derivatan icke deriverbar och diskontinuerlig i x = 0.
x(1+x7)

Den tredje funktionen vi skulle analysera var: f (x)=1In|In|x||

Den blé grafen representerar funktionen:
f(x)=InIn x|

Den grona grafen representerar derivatan:

£ (x)=—r

~ x|infx]

Funktionen #r kontinuerlig i alla punkter forutom dd x={—1,0,1} I dessa punkter avtar eller
vixer f(x) mot odndligheten vilket implicerar att den inte heller 4r deriverbari x={—1,0,1} . For
alla andra x dr funktionen deriverbar och kontinuerlig.

Diskontinuiteter for f(x):

1ir|n| f(x)= Il =—00 D4 x ndrmar sig |1| frn bada héllen sa gar f(x) mot -oo.

x—|1 :

lim f'(x)= xIn x| =+00 D4 x ndrmar sig 0 frdn bada hallen sd gar funktionen mot +oo.
x—0 :



Av funktionen foljer att dr kontinuerlig for alla punkter dd x#{—1,0,1} . Derivatan avtar eller
stiger fran odndligheten i dessa punkter och som ként ar ett oéndlighetsstélle ej deriverbart.

Diskontinuiteter for f'(x):

lim f'(x)= x-Infx] =—00 Da x ndrmar sig -1 fran vénster gar derivatan mot vérdet -oo.
x—— l\r‘[iﬂ.s/&/' M
- ARV S - . . 1 o "
lim f'(x)= xIn|x] = Da x nirmar sig -1 frdn hoger gér derivatan mot vérdet -oo.
Y — 110 .
: oy L A : - o )
lim f (x)= xIn| =+0o0 D& x ndrmar sig 0 fran vinster gar derivatan mot vardet +oo.
x— O\WIICIL’I‘ .
: TRV - : . 1 s )
lim f'(x)= xIn x| =+00 Da x ndrmar sig 0 fran hoger géar derivatan mot vérdet +oo.
NN Ohoger .
lim f'(x)= ] = Da x ndrmar sig 1 frén vénster gar derivatan mot vérdet -co.
x— 1\'{7!1.\1(’7‘ .
lim f'(x)= il =+00 D3 x nirmar sig 1 fran hoger gir derivatan mot virdet +oo.
Y 1 .
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IV. Numeriskt beraknad derivata av tredje grad

X

Denna uppgift gick ut pa att berikna tredjederivatan av funktionen f (x)=x-e* numeriskt.

For att 16sa uppgiften anvénde vi derivatans definition:

St h)- f(x)
h

'(x) = lim
£'(x) = lim
Forstaderivatan av derivatans definition ger andraderivatan av en funktion f:

gy (L) = £ ()
foon)= (LS

Utveckling och forenkling av andraderivatan:

oy L H20) = (et h)=(f (x+h)— f(x)) _ f(x+2h)=2-f(x+h)+ [ (x)
f(x) % e

Derivering en gang till {or tredjederivatan till en funktion f:

f,,,(x)=%(f(x+2h)—2-}jl‘2(x+h)+f(x))
Utveckling ger:
f,,,(x)zf(X+3h)—f(x+2h)—2(f(x+2h)—f(X+h))+(f(X+h)—f(X))

h3
Forenkling ger sedan:
) f(x+3h)=3-f(x+2h)+3- f(x+h)— f(x)
S, (x)= 3
h
Den #kta tredjederivatan berdknades for hand med hjélp av produktregeln:
f(x)=x-e"
f'(x)=1l-e"+x-e'=e"(1+x)
[ (x)=e"+e +x-e"=e"(2+x)
[ (x)=2e"+e" +x-e'=€e"(3+x)

Den approximerade derivatan och den ékta tredjederivatan syns i Figur 1.5 pé nésta sida. Skillnaden
ar plottad 1 samma graf med en rdd linje for att visa att den &r véldigt liten 1 detta fall. I en forstoring
(Figur 1.6) kan man se att den approximerade derivatan (gron linje) ligger till vinster om den édkta
derivatan (bla linje), detta beror pa att vi har anvént en hogerderivata for att 16sa uppgiften.
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Figur 1.5
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V. Kallforteckning

Analys 1 en variabel, Persson och Béiers, ISBN 91-44-02056-2
Ovningar i Analys i en variabel, Lunds tekniska hogskola.
Envariabelsanalys 5B1147, kurs pa KTH, kurshemsida:
http://math.kth.se/courses/5B1147/1T/200607/

http://www.wikipedia.org
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VI. Bilagor
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MATLAB kod tillhérande: Approximerad derivata av arcustangenten

$Funktionen f (x)..
f = inline('atan(2*x)"', 'x');

$varden pa x.
x = -2:0.01:2;

%$h's varde.
h =10.01;

$Riktiga derivatan av arctan
realdf = 2./ (1+4*x.72);

$Aprox. deriv. atan.
df = (f(x+h)-f(x))/h;

%$Medelvardet av derivatorna.
df2 = ((f(x+h)-f(x-h))/(2*h));

%$Aarctans...
figure (1)

plot(x,df, x,realdf)
grid

%$Skillnaden.
figure (2)

plot (x, df-realdf)
grid

%$Medelvardet av derivatan
figure (3)

plot(x, df2)

grid

%Skillnaden mellan riktiga och medelvardet.
figure (4)

plot(x, df2-realdf)

grid
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MATLAB kod tillhérande: Grafisk analys av funktioner

f=inline ('polyval ([l -8 18 -1 1],x)"','x")

$Varden pa x.
x=-1:0.01:4;

$Varde pa h.

h=0.01;

%$Derivatan av polynomet
df=(f (x+h)-f (x-h))/ (2*h) ;

%$Derivatan av derivatan av polynomet.
ddf=(f (x+h)-2*f (x)+f (x-h))/ (h"2);

$Plotta ut fuktionerna.
plot(x, f(x),x,df,x,ddf),grid
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MATLAB kod tillhérande: Derivator och kontinuitet fér tre givna
funktioner

$Forsta funktionen f (x)
f = inline ('log(x + sqrt(l + x.72))"', 'x');

%$Andra funktionen g(x)
g = inline ('log(abs(x)./(sgrt(1+x.72)))"', 'x');

$Tredje funktionen v (x)
v = inline ('log(abs(log(abs(x))))"','x");

x = -60:0.01:60; $X-intervall for £
x2 = =-5:0.01:5; $X-intervall for g
x3 = -15:0.01:15; $X-intervall for v
h = 0.00001;

df = (f(x+h)-f(x))/h; %Derivatan for £
dg = (g(x2+h)-g(x2))/h; %Derivatan for g
dv = (v(x3+h)-v(x3))/h; %Derivatan foér v

$Plotta f = bla, df = groén
figure (1)

plot(x, f(x), x,df);

grid

$Plotta g = bla, dg = gron
figure (2)

plot(x2,9(x2), x2, dg);
axis([-3 3 =10 101)

grid

$Plotta v = bla, dv = groén
figure (3)

plot (x3,v(x3), x3, dv);
axis([-15 15 -15 15])

grid
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MATLAB kod tillhérande: Numeriskt berdknad derivata av tredje grad

$Funktionen
f = inline('x.*exp(x)"',"'x");

$Derivatan till funktionen enligt det exakta uttrycket pd derivatan.
g = inline('exp (x)+x.*exp(x)"', 'x'");

$Andraderivatan till funktionen enligt det exakta uttrycket pd derivatan.
p = inline('exp (x)texp (x)+x.*exp(x)"', 'x');

$Tredjederivatan till funktionen enligt det exakta uttrycket pa derivatan.
g = inline ('exp (x)+texp (x) texp (x) +x.*exp(x) ', 'x');

$x-varden och h-varden

x = -5:0.01:5;

h = 0.001;

$Derivatan genom derivatans def, medelvéardet.

df = (f(x+h)-f(x-h))/(2*h);
%$Andraderivatan.

ddf = ((f(x+h+h)-2*(f(x+h))+f(x))/ (h"2));
a ( +(3*h));

b = 3*(£(x+(2*h)));

c = 3*(f£(x+h));

d = ()

dddf = (a-b+c-d)/ (h"3);

%$Plotta ut den berdknade derivatan.
plot(x, f(x), x, df, x, ddf, x, dddf);

grid

$Plotta ut den riktiga derivatan.
figure (2)

plot(x, £(x), x, g(x), x, p(x), %, q(x));
%$axis ([-10 5 -2 201)

grid

$Plotta ut bagge tillsammans.

figure (3)

plot(x, g(x), x, dddf, x, dddf-g(x));
$axis ([-10 5 -2 201)

grid

sJamfor
figure (4)
plot(x, dddf-g(x))
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