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Uppgift 1

Situationen kan illustreras med foljande figur:
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Foljande krafter verkar pa kroppen med massan m:
Friader = -kx(t) (1.1)
Fpimpning = -cV = -cX'(t) (1.2)
F(t) = a-cos(wt) (1.3)
Uppgift 2
Enligt Newtons andra lag kan vi skriva foljande ekvation:
ma, = mx"(t) = F(t) — kx(t) - cx'(t) 2.1
vilket kan skrivas om som:
x(t) +-Sx 0+ S xty = £ (2.2)

m m m

Om vi bendmner
S o=t Kook FO_g (2.3)
m 2m m m m
kan vi skriva:
X422+’ x = f(t) (2.4)

For f(t) = 0, ingen extern kraft, giller den homogena ekvationen:

X" +2AX'+1°x =0 (2.5)



Detta dr en differentialekvation vars karakteristiska ekvation kan l9sas enligt foljande:
k> +2Ak +u’=0 (2.6)

Losningarna till den karakteristiska ekvationen dr foljande

Ky, =A% A2 =11 (2.7)

Vi kan nu skilja pa fyra olika 16sningstyper beroende pa vdrdena av konstanterna A och p.
Dessa losningstyper med motsvarande 16sningar till den karakteristiska ekvationen ar:

1. Overkritisk dimpning med A > p

Ky, =-At B —p? =-Atp , @=A—u>>0 (2.8)
2. Kiritisk ddimpning med A = p

k, =k, =—4 (2.9)

3. Odédmpad harmonisk svingning med A =0

Ky, =dy/—p> =%ig , u>0 (2.10)
4. Démpad harmonisk svingning med 0 <A <p
Kyp =—AEJX —p? =-22iQ , Q=u*-21>0 (2.11)

Lat oss nu hitta I6sningar till den homogena ekvationen med f(t) = 0, for dessa fyra olika fall.

Losning 1 — Overkritisk dimpning

I detta fall blir bdde k; och k,reella, k; #k,. Losningen till differentialekvationen blir dérfor:
X, (t) = Ae*' + Be'? (2.12)

Inséttning av vérdena for k; och k; ger:

X, (1) = Ae™** + Be * " (2.13)
eller
X, (t) =e*[Ae” + Be | (2.14)

Detta &r den allména 16sningen for godtyckliga initialvillkor. Som ett exempel, skall vi testa
den f6r de specifika véirdena x(0) = xo och x’(0) = 0.

x(0)=xg = A+B=x (2.15)
X0)=0 = X'=-le" (Ae"’t +Be ™™ )+ e ™ (A<pe“’t ~Bge™® ): 0. (2.16)
Med x = 0 blir detta:

x'(0)=—A-1(A+B)+1-(Ap—Bg)=0 (2.17)

Med vetskapen om att A + B = x¢ kan vi vidare skriva:



X'(0)=-1-X, +0(A-B)=0 (2.18)

eller

%, = o(A—B) (2.19)

eller

AX

Mo _ A_B (2.20)
(2

Fran (2.20) kan vi 16sa ut 2 uttryck for A och B. Vi borjar med att fa fram A genom att addera
Xo till bada leden.

A-B+A+B=x +2% 2.21)
®
B forsvinner och vi far:
A= x+ ] oAz Yy Do loXof1, 2 (2.22)
) 2 ® ) 2\ o
For att fa fram B, ersétter vi uttrycket for A 1 (2.20):
A-B= gz X[ A ] M (2.23)
) 2\ o) o
Detta blir vidare:
Bz x| 2+l ox|2] = x[ie AR o X[t (2.24)
2 20 [0} 2 20 ¢ 2 [0}
Med A och B bestdmda, kan vi ersitta dem i (2.14):
At Xo ot —pt /1 Xo ot —pt
Xy () =e ;@ +e )+57@ ") (2.25)

Slutligen kan vi skriva ett uttryck for xy(t), enligt foljande:
it Ao
X, (t) = X,e [cosh(go t)+ = -sinh(p t)} (2.26)
%

Losning 2 — Kritisk ddmpning

For A = p, giller:
k, =k, =—4 (2.27)
Losningen for denna differentialekvation med dubbelrot till den karakteristiska ekvationen, &r:

x(t)= (At+B)-e™ (2.28)



Derivatan av detta uttryck ar:

x'(t) = Ae™™ + (At+B)- (-1)e™" (2.29)
vilket kan skrivas om som:

X'(t)=eM(A-AAt—AB) = x'(t)=e*[A(l-At)—AB)] (2.30)
For de specifika villkoren x(0) = o och x’(0) = 0, kan vi fa fram A och B enligt foljande:
X(0) =B =Xo (2.31)
X(0)= A-AB=A-Ax,=0 = A=1x, (2.32)

Med dessa insatta i (2.28) kan vi slutligen fa fram:
X(t) = (AX t+X,)e ™ = X, 1+ At)e ™ (2.33)

Ldsning 3 — Odampad kritisk svdngning

FOr k,,, =+—u® =+ig , wu>0, géller foéljande allméana l6sning:

X, (t) = Ae* +Be™ (2.34)
For de specifika villkoren x(0) = o och x’(0) = 0, kan vi fa fram A och B enligt foljande:
X(0) =xo=>A+B=Xx, (2.35)
x'(0)= 0 = iu(A—B)=0 (2.36)

Dessa villkor ger vidare:

A+B=Xx, X,
A=B 2
Med dessa insatta i (2.34) kan vi slutligen fa fram:
Xo iut it
X(t) =7(e +e~ ) =X,cosut (2.38)

LOsning 4 — Dampad harmonisk svangning

Rotterna i 16sningarna till den karakteristiska ekvationen ar imaginara. k; # k, géller och

k., =—A%iQ, Q=4/u®—A°. Den allmina losningen kan fas enligt:

X, (1) = AeCAt 4 BetAion (2.39)

eller
X, () =e*|ae™ +Be™| , B=A

dar vi noterar att A och B ar komplexa tal. Dessa tva komplexa tal ar inte helt oberoende av
varandra, utan B maste vara lika med A komplext konjugerat for att I6sningen xu(t), som
anges i (2.40), skall forbli ett reellt tal.

, (2.40)



Detta dr den allména 16sningen for godtyckliga initialvillkor. Vi ska dock testa dem for de
specifika vérdena x(0) = x¢ och x’(0) = 0.

x(0)=x0 = A+B=x (2.41)
X(0)=0 = X'=-le* (AeiQt +Be™ )4 e (AiQeiQt ~BiQe ™ ): 0 (2.42)

Med t = 0 blir detta:

x'(0) =-A(A+B)+1-(IQA-iQB)=0 (2.43)
Med vetskapen om att A + B = X, fés foljande fram efter viss omskrivning:
—AX, = iQ(A— B) (2.44)
eller
— A%,
=A-B
i0 (2.45)

Fran (2.45) kan vi 16sa ut 2 uttryck for A och B. Vi borjar med att {4 fram A genom att addera
Xo till bada leden.

A—B+A+B=x0—)_'—;2° (2.46)
|

B forsvinner och vi far:

2A = Xo_ﬁ = A= l Xo_ﬁ :ﬁ 1_1 (247)
iQ 2 1Q 2 iQ

For att fa fram B, ersétter vi uttrycket for A 1 (2.45):

A-B="P L g= Ko A M (2.48)
1Q 2 1Q iQ
Detta blir vidare:
B= x, i—_i + X, i =X, 1—L+_i . 1+_i =A" (2.49)
2 2iQ 1Q 2 21Q iQ 2 1Q
Med A och B bestdmda, kan vi ersitta dem i (2.40):
X, (i - A X (o -
X (t :e—/'Lt 2o | eth+e—|§2t +-_._o e—th_eth )
u () E ( ) i 2( (2.50)
Slutligen kan vi skriva ett uttryck for xy(t), enligt foljande:
il Ao
Xy () = x,e coth—E-sm Qt} (2.51)

De typiska l6sningarna till den homogena ekvationen (2.5), for f(t) =0, visas i figurerna 1-3
1 uppgiften 5 a) nedan. Dessa omfattar 6verkritisk ddimpning, kritisk ddmpning och ddmpad
harmonisk svéngning. Losningen for oddmpad harmonisk svéingning, med A = 0, visas inte
eftersom den representeras av en enkel trigonometrisk funktion, som t.ex. cos(jt) i (2.38).



Uppgift 3

Nar den externa kraften &r skild fran noll och lika med f(t) = a cos wt = 0, galler féljande
ekvation:

X'"4+2AX'+1u°x =acosmt (3.1)

Partikularlosningen till ekvationen (3.1) beskriver de patvingade svangningarna och vi kan
anta att dessa svangningar har samma frekvens o som kraften f(t). Ddrmed kan vi skriva

Xp (t)=Acoswt+Bsinwt (3.2)
De forsta och andra derivatorna av funktionen (3.2) &r lika med

X, (t) =—mwAsinot+wBcoswt (3.2)
X5 (t) =—w’Acoswt —w’Bsinw t = —w’Xx(t) (3.3)
Om vi ersétter (3.2)-(3.4) i (3.1) far vi

(A(u* —w ?)+2Aw B)coswt + (B(u? —w *) —2Aw A)sinot =acoswt (3.4)

eller
A’ -w?)+2AlwB=a (3.5)
‘uz —w?
B(u’-w?)-2AwA=0 = A=E_—_B (3.6)
2A®
Om vi nu ersatter (3.6) i (3.5) far vi
(W —w )
~—— 7 B+2AwB=a 3.7
2A® (3.7)
eller
2Am
B= a 3.8
(uZ_w2)2+4A‘2w2 ( )
Fran ekvationerna (3.6) och (3.8) erhalles ocksa
2 02
H -0 (3.9)

A= a
(‘UZ - 2)2 +4A«2(l)2
Om vi nu ersatter (3.8) och (3.9) i (3.2) far vi foljande allmanna uttryck for xp(t):

a
(‘u2 - 2)2 +4A«2(D2

X, (t) = kuz—a) 2)cosa)t+2/la)sincot] (3.10)

For » = uppstar s.k. resonans, d.v.s. de patvingade svangningarna har sin storsta amplitud.
Losningen (3.10) blir da

Xp (t) = a

sinwmt=Bsinwt , B=——
2 A0

a
e (3.11)



Fran resonanslosningen (3.11) ser vi att for A — 0 (ingen dimpning), s gar amplituden av de
patvingade svingningarna mot oéndligheten, d.v.s.

B=—% e ., 150 (3.12)

De typiska losningarna till den kompletta ekvationen (2.4), for f(t) =a cos wt= 0, visas i
figurerna 4-9 1 uppgiften 5 b) nedan. Dessa 10sningar fis som en en verlagring av
partikulédrlosningen (3.10) pa den gédllande homogena 16sningen, beroende av virdena pa
parametrarna A och p.

Uppgift 4

Ett annat exempel pé fysikaliska problem som beskrivs av svingningsekvationen (3.1) ér en
s.k. RLC-krets i kretsteorin. Lat oss anta att en véixelspanningskélla v(t) = V cos ot ansluts
till en seriekrets med ett motstdnd med resistans R, en spole med en induktans L och en
kondensator med kapacitans C. Genom seriekretsen gir dd strommen i(t). Se bilden nedan.

i
Feeatal e
R
v
L

C

&

Enligt spanningslagen &r summan av alla spinningar i en sluten krets lika med noll, d.v.s.

v(t)—u; —u, —u. =0 4.1)

A andra sidan, giller foljande spinning- respektive stromrelationer for motsténd, spolar och
kondensatorer:

L dip o di o dug

U, =Ri;=Ri , u =L—=L , I.=1=C

— 4.2
dt dt ¢ dt 4.2)

Om vi ersitter i-u relationen for kondensatorer i1 de tva u-i relationerna for motstand och
spolar far vi foljande tvé relationer:

d d?
u, = RC% u =LC dtuzc (4.3)
Fran (4.1) med (4.3) erhilles
2
v(t)—RC dstc —-LC ddtuzc —u. =0 (4.4)
eller



d’u. Rdu, 1
b ——C U,
dt L dt LC

_V coswt (4.5)
LC '

Om vi nu infor foljande beteckningar:

R \Y

1
xt)=u.t) , A=— , =— , a=——1 4.6
(1) =uc (1) oL MU T (4.6)
Kan ekvationen (4.5) reduceras till ekvationen (3.1), d.v.s.
X" +22X'+ 1’ x = acosmt (4.7)

Samtliga l6sningar till ekvationen (3.1) enligt ovan, saval homogena lésningar som
partikularlosningar, galler aven for RLC-kretsekvationen (4.5) med beteckningarna i (4.6).
Med andra ord ar dessa tva fysikaliska problem fullstandigt kompatibla med varandra.

Uppgift 5

Vi ska med Matlab studera vad som hander ndr man varierar konstanterna i
svangningsekvationen, my" (t) +dy'(t) + ky(t) = f (t). | vara experiment arbetar vi med
funktionen y"(t)+dy'(t) + ky(t) =sin(at) . Till hjalp har vi Matlabs kommando ode45 som

loser differentialekvationer och filen svfun.m fran kurshemsidan som innehaller
hogerledsekvationen. For varje uppgift skapar vi ocksa en skriptfil som vi matar med
konstanterna for att underlatta arbetet.

a)

Dampningskonstanten d =1och drivfunktionen f (t)=0 &r givna. Vi ska studera hur manga
max och min lésningskurvan, y(t), har i intervallet 0 <t <100, ndr fjaderkonstanten k
varierar. Begynnelsevillkoren later vi vara y(0) = y'(0) =1.

Vi skapar skriptfilen tryfuna.m, dér vi fyller i vardena for de givna konstanterna d och a, och
later k, som ska varieras, vara inparameter for skriptfilen. Vi anropar sa ode45 med
hogerledsekvationsfilen, intervallet och begynnelsevillkoren och plottar slutligen:

function [ output ] = tryfuna( input )
global DAMPNING FREKVENS FJADER;
DAMPNING = 1;

FREKVENS = 0;

FJADER = input;

[t y]=0ded5("svfun®,[0 100],[1;1D);
plot(t,y(:,1));

svfun.m later vi vara som den ar med undantag for att vi lagger till k=FJADER; och
kommenterar bort de andra raderna som gor tilldelningar for k.

Genom att anropa tryfuna med olika vérden for k kan man komma fram till vissa slutsatser.

e 1 0 . - o
For k < 2 gar y — 0 ndr t — «, detta efter endast ett maximum som beror pa valet av



begynnelsevillkor. For k >Z far vi istéllet en oscillerande rérelse med avtagande amplitud.

Da har vi ett oandligt antal maxima och minima allteftersom lésningsfunktionen oscillerar.
Dessa iakttagelser sammanfattas i ett antal figurer nedan, for olika véarden av konstanten k.
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Figur3, k=4

b)

Givet ar fjaderkonstanten k =4 och ddmpningskonstanten d =0.1. Undersodkas ska hur
I6sningskurvans utseende varierar med frekvensen a i drivfunktionen. I uppgift 3 konstaterade
vi att ndr den yttre, patvingade kraftens frekvens éverensstammer med systemets
egenfrekvens, uppstar resonans. Darfor kan vi dra slutsatsen att a = vk =2 bor ge maximalt
utslag. Vi testar enligt samma monster som i uppgift 5a), genom att skriva en motsvarande
funktion for att enkelt prova varden. Dessa iakttagelser sammanfattas i ett antal figurer nedan,
for olika varden av konstanten a.

11
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Likt 6vriga grafer utom a = 2 visar denna svavning.
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Figur5.a=2

Detta 4r resonanssituationen med k = 4 = a® , d& man far storsta mojliga amplitud, samt en
dominerande sinusfunktion.
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For a-vardena som ar mindre an 1 (< 1), har vi féljande grafer:
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Figur8.a=1/8

Problemet kan ocksa narmas fran andra hallet. Lat a =3, och dampkonstanten far fortsatt vara

d=0.1.Viharatta=vk o k=a’=9.1 figur X ser vi att svaret stammer och att svavning
uppstar i narliggande fall. Detta visas i Figur 9. nedan.
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Figur 9.
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C)
Vi later k=10 om y>0 och k=0.01 om y <0 . Samtidigt later vi a=2 och varierar
d mellan 0.5 och 0.05.

For att fa k att bero av y skapar vi en ny fil med hogerledsekvationer med svfun.m som
utganspunkt. Var kallar den svfunt_m och infor dessa andringar:
e kommenterar bort k=FJADER; genom att satta procenttecken fore
e avkommenterar istallet raden k=Fjader(y(1)); eftersom det & y som k ska bero av
e funktionen fjader(y) som ska tillse att k ar 10 respektive 0.01 beroende pa y-vardet
skrivs enligt nedan och tillfogas i slutet av filen svfunt.m:
function k=fjader(y)
n=length(y);
if y(1,n) >= 0
k=10;
else
k=0.01;
end

Nu kan MATLAB-grafer genereras for olika varden av d. Dessa visas i Figur 10-21 nedan.
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Figur 10.d =0.5
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Figur11.d=0.4
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Figur12.d =0.3
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Figur 15.d =0.10
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Figur 16. d =0.095
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Figur 19.d =0.07
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Figur 20.d =0.06
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Figur21.d =0.05

I Figur 10-21 finns inget regelbundet monster och vi kan inte langre tala om olika typer av
I6sningar, eftersom parametern k &ar ej langre konstant.
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