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Uppgift 15

Berakna derivatan numeriskt for funktionen f (x)= arctan(2x) samt uppskatta felet som

berdkningen ger upphov till.

Ur definitionen for derivatan kan en formel fér numerisk berékning tas fram. Derivatans

definition lyder

n i Fx+h)=f(x)
f(X)_Ihlgg h

Genom att vélja ett litet varde pa h kan derivatan beraknas approximativt med formeln

£ (). = f(x+ hh)— f(x)

For varden pa h>0 fas hogerderivatan och for varden pa h<0 fas vansterderivatan. Ju mindre
varde pa h som valjs, desto mindre blir felet enl. de plottade kurvorna i figur 15-1 nedan.
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Figur 15-1 Jdmforelse av exakt och berédknad derivata.
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En battre numeriskt berédknad approximation kan erhallas om ett medelvarde mellan hoger-

och vansterderivatan berédknas. Formeln for denna kan kan utvecklas enl. féljande.

f(x+h)—f(x) f(x—h)—f(x)
00y = F Ot 0 _ h T _h _f(x+h)-f(x=h)

2 2 2h

Skillnaden i fel mellan den exakta derivatan och den berdknade blir ansevéart mindre vid

berdkning av medelderivatan vilket syns tydligt i figur 15-2 nedan.
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15-2 Skillnaden i fel vid berdkning av héger- och medelderivata.

Foljande kod i Matlab har anvénts for att generera grafen i figur 15-2 ovan.

f=inline("atan(2*x) ", "x");

x=-5:0.01:5;

h=0.01;

dfl=(fF(x+h)-f(x))/h;

df2=(F(x+h)-f(x-h))/(2*h);
plot(x,df1-2./(1+(2.*x)."2)),x,df2-(2./(1+(2.*x) .~2))) ,grid;
axis([-1 3 -15*10"-3 15*10"-3]);

legend("Fel (hogerderivata)®,"Fel (hdger- och vansterderivata)"®)
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Uppgift 16

Kor foljande kod i Matlab och forsok ur figuren avgdra vilken kurva som &r funktionen, dess

derivata samt dess andraderivata.

f=inline("polyval([1 -8 18 -1 1],x)","x");
X=-1:0.01:4;h=0.01;dF=(F(x+h)-F(x-h))/(2*h) ;ddF=(F(x+h) -2*F(x)+F(x-
h))/(h"2);

plot(x,f(x),x,df,x,ddf),grid

Figur 16-1 nedan visar grafen som ritas i Matlab.
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Figur 16-1 Kurvor som skall bestdmmas.

Man kan ur grafen urskilja att alla kurvorna ar bade avtagande samt stigande for olika varden
pa x. Foljaktligen maste deras respektive derivator anta bade positiva och negativa varden.
Den bla kurvan antar endast positiva varden och kan darfor ej beskriva nagon av de andra

kurvornas derivata. Den bla linjen antas vara funktionskurvan f(x).
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Genom att studera extremvarden i den plottade grafen kan man se att den bla funktionskurvan
har tre extremvarden, den grona kurvan tva och den roda endast ett extremvarde. Forutsatt att
funktionskurvan beskriver ett polynom av grad n har dess derivata grad n-1 och dess
andraderivata grad n-2. Derivatan bor saledes beskrivas av den grona kurvan och

andraderivatan av den réda kurvan.

En tabell kan konstrueras for att se hur kurvorna dverensstammer nar ett extremvarde uppstar.

x |0 1 2 27 333

BI& |min +  max min
Grt')n\ O max + 0 min| O
R6d| + O min - 0  +

Studeras denna i detalj kan tidigare antaganden bekréftas da den bla kurvans lokala
extrempunkter har nollderivata enligt den gréna kurvan och positiv/negativ andraderivata

Overensstaimmande med den réda kurvan.
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Uppgift 17

Till dvningsuppgifterna nedan anvands den i uppgift 15 framtagna formeln for numerisk

berdkning av derivatan.

Ovningsuppgift 3.11a

Plotta och undersok féljande funktion och dess derivata.
f(x)= In(<+\/1+ x*

Bestdm om funktionen ar kontinuerlig, ar deriverbar och har kontinuerlig derivata.

Figur 17a-1 Plottning av funktionskurvan.

Funktionskurvan ser ut att vara kontinuerlig och strangt védxande. Funktionen vaxer kraftigare

kring x=0.

Genom att titta pa funktionen ser man att x ++/1+ x> ar positiv for alla x och att logaritmen

for hela uttrycket darfor ar definierad for alla x.
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Figur 17a-2 Plottning av funktionens derivata.

Derivatan &r kontinuerlig och positiv for alla x vilket dverensstammer med att funktionen &r
strangt vaxande. Derivatan antar maxvérde=1 i x=0 och gar mot 0 da x — oo . En berékning

av den exakta derivatan ger att detta &r ett korrekt antagande enl. nedan.

d 1 2X
f'(x)= —Inkx ++/1+ x> 11+ -
®) dx (( ): X+ 1+ x2 [ 241+ x2 J

1. X X +/1+ x?
_ o NI+x? _ N1+x2 1
X+vV1+x2  x+1+x2 A1+ x2

= '(0) =1

Da termen i namnaren &r positiv for alla varden pa x och hela uttrycket gar mot 0 da

X — Foo sStimmer den plottade grafen val.
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Ovningsuppgift 3.11b

Plotta och undersok féljande funktion och dess derivata.

X)=1n ‘X|

Bestdm om funktionen ar kontinuerlig, ar deriverbar och har kontinuerlig derivata.
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Figur 17b-1 Plottning av funktionskurvan.

Funktionen verkar inte vara kontinuerlig i punkten x=0. Tittar man pa funktionen ser man att

X
V1+x?

med den plottade kurvan.

det inre uttrycket ar 0 da x=0. Eftersom In(0) ej &r definierad Gverensstammer detta
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Figur 17b-2 Plottning av funktionens derivata.

Likt funktionen &r derivatan kontinuerlig i alla x # 0. Det matematiska resonemanget med
den exakta derivatan ger foljande bevis for detta:

- 2X
1+x2 - X
- d X V1+x° 241+ x°
f'(x)=—In = : ) =
dX | 41+ x2 X 1+x

@+ x2)-x*
\/1+x Vi+x? N1+ x? ' 1 _ 1
X 1+X X V14 XZ .6_+ XZ) X(1+ X2)

Da x = 0 ger 0 i namnaren ar derivatan ej definierad i denna punkt. Vidare ger berakningen av
den exakta derivatan att denna ar negativ for negativa véarden pa x och positiv for positiva

varden pa x samt gar mot 0 dd x — oo . Aven detta stimmer vil med den plottade grafen.
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Ovningsuppgift 3.11c

Plotta och undersok féljande funktion och dess derivata.
f(x)= In‘ln‘x”

Bestdm om funktionen ar kontinuerlig, ar deriverbar och har kontinuerlig derivata.

Figur 17c-1 Plottning av funktionskurvan.

Enligt den plottade kurvan verkar funktionen vara kontinuerlig for alla x skiljt fran -1, 0 och
1. Med vetskapen att In(0) ej ar definierad och att In(1) = 0 ser man att det inre In-uttrycket i
funktionen blir 0 da x = +1. Resultatet ar alltsa att funktionen ej ar definierad i nagon av

dessa punkter.
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Figur 17c-2 Plottning av funktionens derivata.

Derivatan verkar inte heller den vara definierad for ovan namnda vérden pa x. Den ar dock

kontinuerlig i intervallen daremellan. Den exakta derivatan beréknas enl. foljande.

111
In|x| x_xln|x|

£1(x) :%In‘ln‘x” -

Ur funktionen kan ses att derivatan inte kan anta de ovan namnda vardena da detta resulterar i
0 i namnaren.
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Uppgift 18

Bestdam en metod for numerisk berdkning av tredjederivatan och plotta med hjalp av denna

tredjederivatan av f(x) = xe”*.

Med utgangspunkt i derivatans definition kan tredjederivatan beraknas. Forst tas ett uttryck
for andraderivatan fram. Andraderivatan kan skrivas som derivatan av forstaderivatan och
utvecklas.

£ ()= lim f'(x+h)-f'(x)

h—0 h

FOr att na en béattre approximation anvands medelderivatan av vanster- och hogerderivatan.

vy Fi(x+h)=f'(x=h)
f00=lim 2h -

ZIIm( f(x+2h)- f(x))_[f(x)— f(x—2h)}_

2h 2h
h—0 2h B
_iim (x+2h)— f (x)— (f (x)- f(x—2h))
h—0 (2h)2

iim | (x+2h)=2f(x)+ f(x—2h)
 hs0 (2h)2

Da 2h i uttrycket kan erséttas med h utan att forandra uttrycket da bada gar mot 0 blir resultet

foljande uttryck.

lim f(x+h)-2f(x)+ f(x=h)

h—0 h2

Vidare kan ett uttryck for tredjederivatan utvecklas ur denna enl. féljande.
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f'(x+h)-f"(x-h)_
2h -

0=t

(f(x+2h)—2f(x+h)+ f(X))_(f(X)—Zf(X—h)-i— f(x—2h))
=lim i i =
h—0 2h

lim f(x+2h)-2f(x+h)+ f(x)—(f(x)-2f(x—h)+ f(x—2h))
h0 2h? -

—lim f(x+2h)-2f(x+h)+2f(x—h)- f(x—-2h)
_h—>0 2h3

Enl. tidigare resonemang kan det framtagna uttrycket anvéndas for att géra en numerisk

approximation av tredjederivatan om sma varden pa h valjs.

f(x+2h)-2f(x+h)+2f(x—h)- f(x-2h)
2h®

Figur 18-1 nedan visar funktionen f (x) = xe* och dess forsta-, andra och tredjederivata.

Figur 18-1 Funktion, dess forsta-, andra- och tredjederivata.
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Funktionen skar x-axeln i punkten 0 och har ett lokalt minimum i punkten -1. Detta stimmer
med derivatan som antar vardet O i punkten -1. Derivatan har dessutom ett lokalt minimum i
punkten -2 vilket 6verensstammer med andraderivatans skarning med x-axeln i samma punkt.

Samma monster upprepar sig med tredjederivatan.

Ur de exakta derivatorerna till funktionen kan man utlésa att detta dverensstammer med det

plottade resultatet i figur 18-1 ovan.
f'(x)=e*+xe* =@1+x)e* = f'(-1)=0
fr(x)=2e"+xe* =Q2+x)e* = f"(-2)=0

fr(x)=3e* +xe* =(3+x)-e*= f"'(-3)=0
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