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Uppgift 15

Problem: Berakna numeriskt derivatan till arctan 2x. Uppskatta dven avvikelsen fran
den exakta derivatan.

Losning: Derivatan av en funktion f i en viss punkt x &r definierad som gransvérdet
nedan

(15.1)

lim f(x+h)—f(x)
h—0 h

Detta gransvarde kan anvandas for att med sma varden av h numeriskt approximera
derivatan till en given funktion, i detta fall arctan 2x.

Intervallet som undersoktes sattes till —1< x <1, och vardet pa h till 0,01. Den ovan
angivna funktionen for approximation av gransvérdet, (15.1), skrivs i MATLAB som

df=(F(x+h)-F(x))/h; (15.2)

For att kunna verifiera den numeriska approximationen av derivatan berdknas den exakta
derivatan.

j—yarctan 2X=———

15.3
X 1+ 4x? (15.3)

Derivatan plottades tillsammans med den numeriska approximationen av derivatan samt
med funktionen arctan 2x.
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Figur 15.1: Grafisk representation av funktionen arctan 2x (blaa linjen), dess derivata
(gréna linjen) och den numeriska approximation av derivatan med h=0.01 (réda linjen)
intervallet—2 < x < 2, samt en forstorning av de tva sistnamnda.

Fran dessa grafer ser man att den numeriska approximationen av derivatan &r néra den
riktiga derivatan, men inte tillrackligt exakt. Darfor plottas samma funktioner en gang till,

men denna gang satts h-vardet till1-107° .



Da fas foljande graf

Figur 15.2: Grafisk representation av
funktionen arctan 2x(bla linjen), dess
derivata (grona linjen) och den numeriska
approximationen av derivatan med
h=1-10"° (réda linjen) i intervallet
—2<x<2

D& h-vardet minskas till1-10™°, blir approximationen av derivatan s& nara den riktiga
derivatan att man med hjalp av MATLAB inte kan se nagon skillnad mellan de tva
linjerna for derivatan. Felet kan numeriskt berdknas genom att ta skillnaden mellan den
riktiga derivatan och den beréknade derivatan. | Matlab skriver man

plot(x,df-(2./(1+(4*x.72)))) (15.4)

dar df &r den approximerade derivatan, och 1 i > den exakta derivatan. Plot av
+4x

avvikelsen visas i figur 15.3 nedan.

Figur 15.3: Avvikelsen mellan den

| numeriska approximationen av
derivatan och den exakta derivatan
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Avvikelsen mellan den numeriska approximationen av derivatan och den exakta
derivatan ges av figur 15.3. Det maximala felet kan i MATLAB faststéllas till 1.299-10°°.



Uppgift 16

Problem: Skriv in foljande kommandorader i M ATLAB

f=inline('polyval([1 -8 18 -1 1],x)",'x")
x=-1:0.01:4;h=0.01;df=(f(x+h)-f(x-h))/(2*h);ddf=(f(x+h)-2*f(x) +f(x-h))/(h"2);
plot(x,f(x),x,df x,ddf),grid

och utan att titta pa koden, avgor vilken linjerna ar funktionen, dess forsta derivata,
respektive dess andra derivata.

Nar grafen plottas i MATLAB fas féljande bild
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Figur 16.1: Plot av MATLAB-koden

Losning: Nar man deriverar ett polynom &r dess derivata alltid av ett gradtal mindre an
originalfunktionen. Dé&rfér kan man dra slutsatsen att linjen med hogst gradtal &r
originalfunktionen, och linjen med lagst gradtal dess andraderivata. Da fas att den bla
linjen &r originalfunktionen av grad fyra, den grona linjen &r dess forstaderivata, och den
roda linjen &r dess andraderivata.



Uppgift 17

Problem: Plotta funktionerna i uppgift 3.11 i 6vningsboken tillsammans med deras
derivator. Forsok grafiskt avgora vilken av funktionerna &r kontinuerlig, deriverbar samt
har kontinuerlig derivata.

Losning: Plotta funktionerna och deras derivator.

f(X)=In(x+v1+x?) (17.1a)
L (17.1b)
dx 1+ x°
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Figur 17.1. Funktionen 17.1a och dess derivata 17.1b. Funktionen &r den blaa, och
derivatan den grona linjen.

Ur grafen kan man latt se att funktionen &r kontinuerlig for alla x samt deriverbar i hela
intervallet. Aven derivatan ar kontinuerlig i det valda intervallet -1<x<4.

Betrakta funktionen 17.1a. Den ar definierad for alla varden av x. Den ar ocksa
kontinuerlig i intervallet —e < X < e . Definitionen for en kontinuerlig funktion ges av att

lim f (x) = f(a), for en godtycklig punkt i funktionens definitionsméngd. Detta samband

galler for funktion 17.1a. Dess derivata ar ocksa definierad for alla varden pa x och ar
kontinuerlig i intervallet —eo < X < oo .



g(x)=In (17.2a)
1+ x°
j—i g(x) = ﬁ (17.2b)
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Figur 17.2. Funktionen 17.2a och dess derivata 17.2b. Den blaa linjen &r funktionen, den
grona linjen dess derivata

Ur grafen kan avlésas att funktionen ar kontinuerlig i intervallen -0.5 < x <0 och

0 < x < 0.5. Aven derivatan ar kontinuerlig i samma intervall. Funktionen &r deriverbar i
det kontinuerliga intervallet.

Betrakta funktion 17.2a. | punkten x=0 far funktionen véardet In 0/1 vilket inte &r
definierad. Funktionen &r alltsa kontinuerlig i intervallet —o<x<0, 0<X<oo |,
Derivatan &r inte heller definierad for x=0. Derivatan ar daven den kontinuerlig i
intervallet —o < x<0, 0<Xx<oo . Slutsats: Bade f(x) och f’(x) inte kontinuerliga.
lim g'(x) =0, lim g'(x) =

x—0"

x—0"



kK(x)=In|In|x]|| (17.3a)

Yy =—2 (17.30)
dx xIn|x|
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Figur 17.3 Funktionen 17.3a och dess derivata 17.3b. Den blaa linjen &r funktionen, den
grona linjen dess derivata

Av grafen kan avldsas att funktionen &r kontinuerlig i intervallen-2<x<-1, -1<x<0,
0<x<2, men inte i x=-1, x=0 och x=1. Dess derivata ar ocksa kontinuerlig i samma
intervall. Funktionen ar deriverbar i de tre intervallen.

Betrakta funktion 17.3a. x=-1, x=0 och x=1 &r ej definierade. | x= 0 dr funktionen ej
definierad eftersom In0 inte &r definierad. Samma géller om x = -1 eller x=1. Eftersom
In1 = 0, & In(Inl) inte definierad. Funktionen &r kontinuerlig i intervallen

—o<X<—-1, —-1<x<0, 0<x<l 1<x<eoo.Funktionen ar alltsa inte kontinuerlig.

Derivatan &r inte heller definierad i x=-1, x=0 och x=1. Absolutbeloppet av -1 dr 1 och
In1 &r 0. Nar funktionen gar mot x=-1 fran hoger fas + oo, och nar den gar mot -1 fran
vanster fas -co. Samma galler dven x=1. Vid x =0 ar derivatan inte ar definierad eftersom
In0 inte &  definierad. Derivatan &  kontinuerlig i intervallen
—o<X<-1, —-1<x<0, O<x<l 1<Xx<o. Av det kan man dra slutsatsen att

derivatan inte heller &r kontinuerlig.



Uppgift 18

Problem: Bestdm en metod for numerisk berékning av tredjederivatan och plotta med
hjalp av denna tredjederivatan av f(x)= xe*, utan att anvanda det exakta uttrycket pa

derivatan.

Losning: Anvand uttrycket for forsta derivatan av funktionen f(x)

£1(x) = lim f(x+h)—f(x)

x—0 h

For att finna andra derivatan deriveras definitionen av forsta derivatan.

() = Ihigg%[%(xm)—%(x)]

N Iimi f(x+2h)—f(x+h) f(x+h)—f(x)
h—-0 h h h
Andra derivatan ar alltsa

f(x+2h)=2f(x+h)+ f(x)
hZ

f"(x)=1lim
x—0
Funktionen deriveras igen for att finna tredje derivatan

mron _pin L[ df df df
f (X)_LILQF(&(XJFZM_&(XJFh)+&(X)J

= Iim—2
h—0 h h h h

1 [f(x+3h)— f(x+2h)_2f(x+2h)—2f(x+h)+ f(x+h)—f(x)

Det sokta uttrycket for tredjederivatan ges av

f(x+3h)=3f(x+2h)-3f(x+h)— f(x)
h3

f"(x)= le im

| MATLAB skrivs andraderivatan som

df2=(f(x+2*h) -2*f(x+h) + f(x))/h"2;
och tredjederivatan som

|

(18.1)

(18.2)

(18.3)

(18.4)

(18.5)

(18.6)

(18.7)

(18.8)



df3=(f(x+3*h) -3*f(x+2*h) + 3*f(x+h) -f(x))/h"3 (18.9)
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Figur 18.1: Plot av funktionen xe* tillsammans med dess forsta, andra och tredjederivator

De numeriskt approximerade vérdena for derivatorna bekraftas genom att berékna de
exakta forsta, andra och tredjederivatorna for funktionen.

f(x) = xe*

f'(x) = xe* + ¢
7 (x) = xe* + 2¢*
7 (x) = xe* + 3¢*

Da x ar noll ar f(x) =0, f'(x) = 1, f’(x) = 2 och f**(x) = 3. Detta resultat verifieras av
figur 18.1.



