Forelisningsanteckningar Ameliall 2004-02-16
I dag fortsétter vi med kontinuerliga funktioner, egenskaper hos:
Exempel: Vivill visaatt  f(x, y)=sin(xy) &rkontinuerlig. Vi vet att det &r en funktion R? >R

Ldsning: Vi ska visa att funktionen ar kontinuerlig i varje punkt i planet, dvs:

t—(x(t), y(1)), t€[0,1) déir lim(x(¢),y(t))=(a,b) giller lim f(x(¢),y(t))=f(a,b).

t—1" t—1

Vi antar hir att (x(t) , y(t))EDf / [(a , b)} for tE[O,l) , dvs att funktionen fdr definierad for alla
tillimpliga varden (for annars gér det ju inte att skriva som ovan).

Vi kan flytta in gransvérdet eftersom sinus &r en kontinuerlig funktion i en variabel:

lim sin(x(t)y(t))=sin(lim x(t)y(t))=sin(ab)

t—1 t—-1
Vilket skulle visas.

Sats: Alla elementéra uttryck ar kontinuerliga i sina definitionsomraden.

. 2 2
sin(x"+y7)
. _ #(0,0
Ex/Ovning: Visaatt funktionen f(x,y)={ x*+y’ (x, 7)(00) dr kontinuerlig.
1 (x,y)=(0,0)
Enligt satsen ovan dr funktionen kontinuerlig utanfor origo. Vivill alltsd visa att :
. 2 2
lim mzl .

(x,y)—(0,0) x2+y2

. 2 2
t)+ylt
Vi kan skriva :  lim sm(x(2) y(z) ):1
Losning: s x(2) +y(t)
Dir t—(x(t), y(t)) dren funktion sddanatt lim (x(z), y(z))=(0,0).
t—1

Vi substituerar med s=x(tY+y(t) och fir:
. sins
lim

s—0 s

=1 somadr ett kdnt grdnsvirde.

Sats: Om fir en kontinuerlig funktion av typ |R”"—IR definierad p4 en kompakt mingd s giller att:
1. fantar ett storsta och minsta vérde.
2. om D s dr sammanhédngande sé antar f alla mellanliggande varden.

Féljdsats: Om f4r en kontinuerlig funktion av typ |R”—I|R"™ definierad pa en kompakt méngd si giller att:
1. Vf ar kompakt (se grupparbete 3).
2. Om Df dr ssmmanhingande s& ir V' , sammanhingande (se grupparbete 1).

_l43

Som exempel, betrakta funktionen  f (X)= |_,| dar A4 &r en linjir avbildning. Vi kan da skriva:
X

Vi kan dirmed betrakta f'som definierad pa enhetssfiren. Men enhetssfaren dr kompakt, safantar ett storsta vérde.

Definition: Lt 4 vara en linjir avbildning IR"—IR"™ , d4 kallar vi uttrycket:

HA||=maxM=maX|A3c’| (|*%=1)

%]

for A's norm. Vi kan séga att normen dr den maximala skillnaden i lingd mellan en vektor som transformerats av
matrisen och en otransformerad vektor.

Bestim matrisnormendd A:R*> —R* dr spegling i x—axeln

Ex/Ovning:
s respektive tojning i y —led med en faktor 2.

Spegling i x —axeln : HAHZI, Tojning i y—led med 2 : HA||=2

oy S e -
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Differentierbara funktioner i en variabel: Differentierbar ar samma sak som deriverbar.

Slx+h)— f(x)
h

Definition: En funktion &r deriverbar om grinsvirdet lim =f"(x) existerar.

h—0
Definition: En funktion ér differentierbar om den kan skrivas ~ f (x+h)= f (x)+Ah+R(x,h)h dir
lim R(x,h)=0
h—0

gransvérdet

f(x+h)—f(x):A+R(x,h)

I ekvationen for differentierbarhet ovan dr A derivatan, eftersom: lim

R(x,h)—0
vilket vi fir om vi flyttar om lite i ekvationen. Harigenom ser vi att differentierbar och deriverbar &r samma sak for
funktioner i en variabel.

>

i

I flera variabler: En funktion  f > D s R"— R"™ ir differentierbar i punkten X om (DA/-E omg till X) och

?(}+%)=?(})+A%+R(})%)W dir Adren mXn -matris som inte berorav J; ,och R dren
R 0

funktion sidan att lm} R(%, )=

h—0
R x, (1) x,(t+h) x, (1) a, R,(t,h)
fl)= | ger: S ol I ol N /2 IR ]
x,, (1) x,(t+h) \x, ()] \a, R,(t,h)
x,(t+h) x,(t)+a,-h+R,(t,h)|h
. Lo, eller : : = : .
xempel (n=1): x,(t+h)] \x ()+a -h+R (t,h)]H
a, x', () _
sd A= |=| 2 |=S0).
a,| \x',()
Vilket ger:  f(t+h)=f(t)+ f'(t)-h+R(¢, h)|h| .
h, R
[, +h, x,+hy, ., x,+h)=f(x,,X,,....,x,)+(a,,....a,)| : |+R(Z,h)A
h

n

For att bestimma a,,...,a, sdttervialla h;=0 utomett :

n

Exempel (m=1):

h=

h,
0 |: fx,+h,xy ... x,)=f(x,,....x,)+a,h, +R(%,h)|h

sda, drderivatan av f ddvi hdller resten av variablerna fixa,
partialderivata med avseende pad x, .

of o . . - .
Viskriver a, 26—f(x) for den partiella derivatan av f (X)med avseende pd x,
X

1
of . of .
6—f(x),...,—f(x)).
X, ox,
A kallas gradienten till f och betecknas grad f eller V f.

I fallet ovanblir A=

Partialderivata:

-

Viharalltsd: f(%+h)=f(Z)+grad(f (%)) h+R(Z,h)-|A|

(Det triangelformade tecknet uttalas nabla.)

of 6f o
Exempel: Bestim —f—f—f da f(x,y,z)zxz-y-z3
o0x 6y oOx
Lésnine: Sof_ 3 6f 25 0f 3
osning: ——=2xyz, ——=x'z, —=x'y3z
ox oy 0z
o
Exempel: Berdkna 6—f(1,0,—1) dd f(x,y,z)=xyz+sin(£).
x X
o o
Losning: —f=yz+COS 22 —y—i , —f(l,O,—1)=0 +1:0=0
ox X X ox
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