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Sats (Greens formel):
Ldt I' vara en enkel , sluten kurva av dndlig ldngd som genomlops
i positiv led och som dr randen till ett omrdde (2 .

Antagatt P,Q, Z—P , aa—Q alla dir kontinuerliga i (). Dd gdller :
y 0x
oQ OP
Pdx+Qdy= || =———dxd
9? x+Qdy J;fax oy Y

I enklare ordalag, har vi en kurva som begrénsar ett omrade s& kan vi rikna ut dennas linjeintegral
genom att rikna en dubbelintegral pé differensen av omradets partiella derivator.

Ex/6vning:
Ldt F={(x, v); x2+y2=1} och berdkna Sﬁ—ydx%—xdy.
r
Losning:
00 oP oQ OP
P=-y,0= —==1, —=-1 —=——=1—(-1)=2
yQXﬁ@x oy :8x8y (=1)
fﬁ—ydx-l—xdyZZ ﬂ dxdy=2T1
r ¥ +y’<1

(vivet sedan tidigare att enhetscirkelns area dir Tt .)

Kor (f6ljdsats):

Om I och Q dr somi satsen blir @—ydx+xdy=2-(areanav[2).
r

For bevis av Greens formel, se Smartboardanteckningarna.

Ex/6vning:

Berdkna 43 xdx+xydy
r
dal drrandentill den halva av enhetscirkeln som dr positiv pd x —axeln.

Losning:
sz,Qny = a—Q:y, 8P_

00 0P _
ox 0

-—= =
oy Oox Oy

1 [1=2 L[ 2 =4 L2
f( f vdy dxzf [y—] dxzf X =
5 2 2

-1 -1 0 -1

Sﬁxdx+xydy=ﬂ' ydxdy=
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Obs: Ovanstdende utrdkning dr inte kontrollrédknad.

Definition:
LitFvaraavtyp R® —IR?, dvs ett vektorfiilt , definierat i ett
sammanhdngande oppet omrade D. Om linjeintegralen
f F(7)-d7 droberoendeavval avvig T<D,
I
mellan givna start — och slutpunkter , kallas fdltet konservativt.
Sats:

Ldt Fvara ett vektorfilt i ett 6ppet , sammanhdngande omrade D.
Dd dar foljande ekvivalent :
dr konservativt
(i) $F
(iii) Fcltet har en potential , dvs en funktion U (7) avtyp
R> >R sddanatt grad U (F)=F (7).

(7)-d7=0 forvarje sluten kurva i D.

~ S

For bevis, se Smartboardanteckningarna.

Ex/6vning:

Berdkna fydx-l—xdy di T :x’+y°=2 mellan (1,—1) och (1,1).
r

Losning:
Sok Ul(x,y) sdatt a—Uzy, 8—sz.' U(x,y)=xy
ox oy
Dd kan vi skriva f ydx+xdy=U(1,1)-U(1,-1)=2
r
Enligt satsen ovan.
Sats:
Om F=(P, Q) drkonservativtoch P,Q har kontinuerliga partiella derivator
sd gdller g—g—g—izO .
For bevis, se Smartboardanteckningarna.
Exempel:
Kanfiltet (—y,x) varakonservativt ? Nej, for Z—Q— g—P =2#0 .
X Y
Vidare: Om fiiltet (—y,x) hade en potential U skulle vi ha
Uy, S 5 U=nprglx) » Lmyrgi ().
ox oy 0x

Alltsa finns ingen potential U , fdltet kan sdledes inte vara konservativt.

Definition: Ett omréde ar enkelt sammanhdngande om man kan ta ndgon sammanhéngande kurva i
omrédet och minska dennas ldngd tills den blir noll, utan att behdva ga utanfér mangden.

En cirkelskiva &r sdledes sammanhingande, men en cirkelskiva med ett hal i dr det inte, for vi kan l4tt
hitta en sammanhéngande kurva inuti omradet som “fastnar” i halet nir vi forsoker minska dess
omfang.

Se Smartboardanteckningarna for illustration.

Sats:

Omvillkoret g—g - g—i =0 druppfylltiett enkelt sammanhdngande

omrdde Q sddr filtet (P, Q) konservativti Q.

Beviset foljer av Greens formel.

Ex/6vning:
Visa att filtet (y, x) dr konservativt i hela planet.
Losning:
Vivet att hela planet dr ett enkelt sammanhdngande omrdde.
Alltsa vet vi att fdltet dir konservativt. Dessutom har vi :
0 oP s .
90 _0oPf_ 1-1=0 = Faltet dr konservativt.
Oox Oy
Ex/6vning:

Berdkna fydx+xdy dir T :x’+y*=2 mellan (1,—1) och (1,1)
r

genom att gd lings I (enrdt linje mellan (1,—1) och (1,1)).

Losning: . .
I parametriseras: T'=|(1,t); —1<t<1|
Viharatt F(x,y)=(y,x), 7=(1,1).
1 1 1
[ E(#(0)) 7 (e)de= [ (¢,1)-(0,1)dt= [ 1dt=2.
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Ex/6vning:

Berdkna gs z_yzdx+ 2x s dy
r X +y X" +y

di T:x’+y°=1 (enh.cirkeln) resp. —1<x<1, —1<y<1 (kvadrat).

Losning:
Cirkeln parametriseras 7 (t)=(cost,sint)
2m 2m
f (—sint, cost)-(—sint, cost)dt= f ldt=2m
0 0

1 1
Kvadraten : 2f &y 2+2f dx 2:4[arctanx]l_1:4-£:2n
-1 1+y 5 14+x 2
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