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Bivillkor i form av likheter: Enkelt i en variabel. Vi kan svara pa en fraga som t ex “vilken av f(1) och f(-1) ar storst?”
enkelt, det ar bara att sétta in punkten. I tva variabler blir det ndgot svérare.

Exempel:
Bestdm storsta och minsta viirdet pd funktionen f(x,y)=x-y

o . 2, 2
antar pd enhetscirkeln, x +y =1.
Eftersom enhetscirkeln dr kompakt sa antar funktionen ett storsta och minsta vérde. Sa vi vet att det finns en 19sning...

En metod for att 16sa uppgiften &r att parametrisera enhetscirkeln:

Enhetscirkeln kan ses som kurvan: ¥ (t)=(x, y)=(cost,sint), tG[O,Zn)
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Hir har vi en funktion i en variabel, som vi kan undersoka pa vanligt sétt.
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f(?(f))=[%,—%,%,—%], Storsta vdrdet dr 13 minsta vdrdet dr —13.
Vi mdste ocksd kontrollera dndpunkterna :  f(r(0))= f (r (27))=0.

Denna metod har ett problem, vi vet inte alltid hur vi skall parametrisera en given kurva (enhetscirkeln &r ju ett lyckligt
undantag fran detta). Darfor har vi en annan metod, kallad Lagranges multiplikatormetod.

Lit g(x,y)=x"+y’—1. Nivikurvan g(x,y)=0 drenhetscirkeln.

Om N g(x,,y,)#0 ialla punkter sd definierar ekv g(x,y)=0 enreguldr kurvaien
omgivning av punkten (x,,y,), sig 7(t) med 7(0)=(x,,y,) och g(7(t))=0.
Om (x,,y,) drenlokal extrempunkt for f med bivillkor g(x,y)=0 sddr t=0

en lokal extrempunkt for h(t)=f(7(t)), vilket ger h'(0)=0.

Vad innebér det nu att derivatan av / i punkten noll 4r lika med noll? Vi anvénder derivatans kedjeregel:
0=h'(0)=grad f(7(0))-7'(0)

Sé gradienten av fr vinkelrdt mot tangentvektorn, dvs gradienten av f ir normal till kurvan i punkten. Aven gradienten
av g dr normal till kurvan i samma punkt. Alltsd méste gradienterna av f respektive g vara parallella! Lat oss tillampa
detta pé vart exempel.

Vg=(2x2y) Vf=(y x)
Enligt vdrt resonemang giller antingen  grad g (x,, y,)=(0,0)

eller sadar A-grad g(x,, y,)=grad f (x,, y,) om (x,,y,) drenextrempunkt
med bivillkoret g(x,y)=0.

Fall 1:
Vg(x,y)=(0,0) ger (x,y)=(0,0) sominteuppfyller g(x,y)=0.
Fall 2:
Gradienterna dr parallella.
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Detta ger en mdngd tinkbara punkter , vi far max==:, min=—-7.
Exempel/6vning:

Antag att en aluminiumburk , dér bottenplattan har radie r och héjden dr h ska tillverkas.
Vivill att volymen skall bli sa stor som mojligt da arean dr A.
Bestdm burkens proportioner da volymen dr maximal.

Losning:
A=2mrh+2nr’=g(r,h), V=nur’h=f(r h).
Vg(r,h)=(4mr+2mh,2mr)=(0,0) baraom (r,h)=(0,0).
Det stimmer dock inte med ekv: 0#A=21r h+21r".
Viundersoker sedannir N g||V f :
Y f(r,h)=(2mrh,wr?) ochvi fir ekvsystemet :
Artr+2mh =A2mrh 2r+h =Arh 2rth =Arh
2 < 2 < 2
2mr =ATTr 2r =Ar" o 2=Ar r :X
Sdtter viihop ekvationerna sa farvi: 4 +Ah=2Ah < Ah=4 = h:%
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Insatti ekvationen for area ger detta : A:27T2—4—+2Tr4—2: 2Tr = A= —Tr.
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Exempel:
Finn det minsta virdet for f(x,y)=y di y’=x".
Losning:

Vf(x,y)=(0, 1): g(x’y)=y3_x2 = vg(x’y)=(_2xa3y2)
sd grad f(x,y)| gradg(x,y) dd x=0, y#O0.
Menuppenbarligenndr f sin minpunktdd (x,y)=(0,0) dvsdd gradg(x,y)=(0,0).
Exempel/6vning:
x+y

Finn storsta och minsta viirdet som funktionen f(x,y)=xe
antar i omrddet 3 x> +2xy+y’ <2.

Losning:
Vi borjar med att bestimma alla stationdra punkter till f-
V f(x,y)=(e""+xe"™, xe"")#(0,0) (stationira punkter saknas!)

Vi jamfor gradienterna :

g(x, y)=3x"+2xy+y"=2 = Vg(x,y)=(6x+2y,2x+2y)=(0,0) dd (x,y)=(0,0).
6x+2y 2x+2y 6x+2y 2x+2y
(x+1)e™™  xe*™” x+1 X
Detta ger 0=6x2+2xy—2x2—2x—2xy—2y < 2x2=x+y = 4x4=x2+2xy+y2
1
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Detta ger en rad intressanta punkter , riknar vi ut vardena i dessa kan vi bestimma att

x+y

At NV f||Vg ger 0=

Ekv g(x,y)=0 ger 4x‘=x’+2xy+y’=2-2x" = xzi%, y=x
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