Forelisningsanteckningar Ameliall 2004-02-18
Differentierbarhet, fortsdttning: En funktion i flera variabler sdgs vara differentierbar i en punkt om:

FG+h)=F(Z)+A-h+R(E, h)|H  dar 1im R(Z,7)=0 .
h-0
Dir f dren funktion R"—R™ och X dir en punkt.

Vi kan bestdmma 4 som tidigare och far att:

5fi 6/
R f1(%) grad f, 6x, 5x,

om f(X)=| sadr A=J;= : = B
f(3) gadf,| |6f, 8/,

ox, ox,

Matrisen A fér alltsa dimensionerna g X n och kallas Jacobimatrisen. “grad” betecknar gradienten, som alltsa &r:

- . 0] o o)
grad f(X)= f, I / .
o0x, 0x, ox,
Nu till ndgra rikneexempel.
Ex/Ovning: Bestim J ; da  f (u,v)=(cosucosv,cosusinv,sinu).
grad 1, —sinucosv —sinvcosu
Léosning: J;=|grad f, |=| —sinusinv  cosucosv
grad f3 cosu 0
P . o 7 2 uy
Ex/Ovning: Bestim J ; dd f(t,u,v)=(t —uv,tuv,T).

2t —v —u

Losning: J-

Specialfall nér vihar n=2, m=1

f(x+h, y+k)=f(x,y)+grad f(x, y)-(h, k)+R(x, v, h, k)N’ +k’
Planet z=f(a,b)+grad f(a,b)(x—a,y—>b)
kallas for tangentplanetzill grafen z=f(x,y) i punkten (a,b).

Nu ska vi bestdimma ett tangentplan:

Ex/Ovning: Bestdm tangentplanet till ytan z=x’ y ipunkten (x,y)=(2,3).
z=f(2,3)+grad f(2,3)(x—2,y-3), grad(xzy):(z)gy)
X
Losning: z=12 +(12,4)-(x—=2, y—=3)=12 +12x—24 +4y—12 =12x+4 y—24

Svar: z=12x+4y-24

Ex/Ovning: Bestiim gradiententill F(x,y,z)=z—x"y.
O0F 6F OF

Losning: grad F=|—,—,— :(—2xy,—x2, 1).
o0x o6y oz

grad F(2,3,12)=(—2-2-3, —(2%), 1)=(—12, —4, 1)
Mer: grad F(2,3,12)-(x—2, y—3,z—12)=—12(x—2)—4(y—3)+1(z—12)
= z=12(x—2)+4(y—3)+12 =grad £ (2,3)-(x—2,y—3)+12

Vi ser att resultatet blev precis tangentplanet till z= f(x,y) .Vivalde z=12 forattfa F(x,y,z)=0

Ex/Ovning: Bestim tangentplanet till z=x"+y" i punkten (x,y)=(1,1).

F(x,y,z)=z—x"—y*, grad F=(-2x,-2y,1)
i punkten (1,1) farviz=2 eftersom F(1,1,2)=0.
ddadr grad F(1,1,2)=(—2,—2,1) ochvi firekvationen :
Lésning: (—=2,—2,1)(x=1,y—1,z—=2)=—2(x—1)+—-2(y—1)+z—-2 .
Loserviutz, farvi: z=2x+2y-2 .

Svar: Tangentplanet Gr z=2x+2y-2 .

z=f(1,1)+grad f(1,1)-(x—1, y—1)=2 +(2,2)-(x—1,y—1)=
Alt, Losning: 242(x=1)+2(y—1)=2x+2y-2
Svar: Tangentplanet dr z=2x+2y—2 .
Hogre derivator i flera variabler:
T )
5x> 6x8y o6x\6y) Sysx oSy\dx

I de flesta vanliga fall blir derivatorna samma oavsett i vilken ordning man tar dem. Det dr dock inte sant i det
allménna fallet.

) 52 62
Ex/Ovning: f(x,y)=x"y, bestim / , A .
0x6y Oydx
5 5 5 5
Losning: S =—(x)=2x, S =—(2xy)=2x
o0x6y Ox 6ydx Oy
8 f 5 f

Om de blandade derivatorna och
Sats: 5x6y Sydx

i en omgivning av en punkt sd dr de lika i omgivningen.

dr kontinuerliga

Lit f(x,y)= 0 omx=0 eller y=0 '

1 annars
Exempel: ﬂ((),()):lim f(hao)_f(oao)zo
ox h—0 h

)
pd samma sdtt : 6—f (0,0)=0, men f dr ¢j differentierbar eller kontinuerlig.
Y

Sats:  Om f dr differentierbar sd dr den kontinuerlig.

Sats: Om alla partiella derivator till en funktion f dr kontinuerliga i en omgivning av en punkt

sd dr f differentierbar i omgivningen.
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