KTH Matematik
Harald Lang Maclaurins formel

Den variant man normalt anvander av Maclaurins formel ser ut sa har:

f(x) = a9+ a1x + apx® + -+ ap_12" ' + ¢ (x)2™,  dar (1)
) (0
ap = / k'( ) och (2)
cn(z) dr kontinuerlig i nidrheten av x = 0 med (3)
_ f"(0)
en() = 1 (@)

Vi har ocksa en entydighetsstats som sager att om (1) och (3) géller, sa ar ocksa
(2) och (4) uppfyllda. Alltsammans forutsétter att funktionen f(z) &r n ganger
kontinuerligt derivetbar i narheten av z = 0.

Ezxempel
Vi har enligt formeln for geometrisk summa att

1—2z"

l+z+2*+ - +2" ' =
1—=x

Alltsa:
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=l+x+a’+-+a" "+
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()

Hir &r sista termen av typen c,(z)z", dir ¢, = 2. Alltsd &r formeln (5)
Maclaurin-utveclkingen av funktionen f(z) = 1—. Till exempel kan vi dra slut-
satsen att f(4)(0) = 4l.

Ezxempel pa gransvirdes-berdakning
Vi anvander Maclaurin-utvecklingarna i SATS 2:

. l—cosz . 1—(1— 322+ cs(x)z?)
lim ——— = lim
x—0 ,1:2 x—0 xQ
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= ili% 5 cy(x)2? = 3 + ¢4(0)0?

Maclaurin-utvecklingar forekommer mycket ofta i tillimpningar. Man har behov
av att approximera komplicerade uttryck i narheten av nagot véirde; du kommer
sikert att stota pa dem flera ganger i andra d&men har pa KTH. Det finns en
motsvarighet till Maclaurin-utvecklingar for funktioner i flera variabler, och ofta ar
det denna mer generella form som anvands. Jag anser att Maclaurin-utvecklingar
ar ett av de viktigaste momenten i den har kursen.

Det ar praktiskt att kunna vissa Maclaurin-utvecklingar utantill, eftersom
man kommer mycket langt med dessa utan att behéva gora modosamma kalkyler.



Utantill:
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Hér betyder prickarna - - - att man fortsétter utvecklingen till nagon lamplig potens
2"~1 och att man sedan har en "restterm” av typen c,(z)z". Funktionen ¢, beror

naturligtvis inte bara pa n utan ocksa pa vilken funktion man utvecklar.

Ett exempel fran mekaniken
Har ar ett exempel pa anvindning av Maclaurins formel i en tillampning.
Enligt relativitetsteorin ar rorelseenergin hos en partikel med hastigheten v och

massan 1m 9

peme(1-5)7

Héar ar ¢ =ljustets hastighet. I normalfall &r v mycket mindre &n ¢. Lat oss infora
2
r = —%. Vi har da
— 1)

N

E=mc*((1+z)”

Nu Maclaurin-utvecklar vi
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(Jag anvander stort C' for resttermen sa man inte forviaxlar den med ljushastig-
heten.) Hér kdnner vi igen den forsta termen: i klassisk mekanik &r rorelse-energin
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mu
just — Den andra termen ar den forsta korrektionstermen; den ar mycket liten

for mattliga hastigheter v, eftersom c¢? forekommer i nimnaren, och ¢ ar stort.
Den tredje termen ar en "restterm”; den ar d&nnu mycket mindre &n den andra,
eftersom den har ¢* i nimnaren.

Vi ser alltsa hur Maclaurins formel hjalper oss att se sambandet mellan energin
i relativitetsteorin och i klassisk mekanik, och hur mycket de skiljer sig at.

Resttermen i Maclaurins formel

Ett satt att hirleda ett uttryck for resttermen i Maclaurins formel ges i bo-
kens kapitel 9; det bygger pa partiell integration och ”generaliserade medelvérdes-
satsen” for integraler (SATS 8 kapitel 6.4.) Om vi ndjer oss med Lagranges rest-
term, eller uttrycket ¢, (z)z", sa kan vi anvénda en nagot enklare metod.

Lat f(x) vara en given funktion, deriverbar atminstone n ganger, och definiera
Prn som Maclaurin-polynomet av grad n — 1:

n—1

_ f®0)

pn(x) = k! v
k=0

Da har p,(x) och f(x) samma derivator upp t.o.m. ordning n — 1 fér x = 0. Lat
R, (z) vara resttermen:

Ry (z) = f(z) — pu(z)
Rn<x)

och definiera ¢, (z) = ——= for  # 0. Observera att R, (z) har derivatorna 0
xn
for x = 0 upp t.o.m. ordning n — 1. Vi kan nu med L’Hopitals regel rdkna ut

gransvirdet lim ¢, (x) :
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Den sista likheten beror pa att p;n) (x) =0.

Detta innebér att resttermen kan skrivas som ¢, (x)z™ dar ¢(x) ar kontinuerlig

(n)
i ndrheten av 2 = 0 om vi definierar ¢(0) = fn_!(o)‘
Ett mer precist uttryck for resttermen ar

Lagranges restterm:

F©)

n!

R, (x) = x™ for nagot £ mellan 0 och z

Den kan vi bevisa pa ndstan samma sétt, om vi paminner oss lemmat vi anvande
for att bevisa L'Hopitals regel (se stencilen om L’Hopitals regel:)



Lemma.

Antag att f(a) = g(a) = 0 ddr f(z) och g(x) dr deriverbara funktioner. Lat
b # a. Da finns ett tal & mellan a och b sadant att

Vi kan nu fa fram Lagranges restterm pa ungefar samma siatt som ovan:

Ru(w) _ Ry(w) _  Ra@s) _ _ R{(w) _ f™(2n)

rn nm?—l n(n . 1)='Lén_2) n! n!

dar z; ligger mellan 0 och x, x9 ligger mellan 0 och z1, o.s.v. Om vi déper z,, till
¢ far vi Lagranges restterm.

Entydighet
Vi borjar med en hjalpsats:

Lemma.

Lat p(t) vara ett polynom av grad n — 1 och antag att p(t) = t"c(t) ddr c(t)
ar en kontinuerlig funktion. Da dr p(t) = 0.

Bevis:
Lat p(t) = ZZ;& apt®. Sétter vi in ¢t = 0 i relationen

n—1
> agth =p(t) = t"c(t)
k=0

ser vi att ag = 0. Vi kan nu dividera med ¢ och far att

n—1
D aptht=1""e(t)
k=1

Detta géller till att borja med for ¢ # 0 (eftersom vi dividerat med t,) men eftersom
béagge leden ar kontinuerliga funktioner av ¢ maste likheten géalla dven for ¢ = 0.
Satter vi nu in ¢ = 0 ser vi att a; = 0, och vi kan ater dividera med t.

Genom att fortsatta pa detta séitt ser vi att ap = 0 for alla k =1,2,...,n—1.
Q.E.D.



Bevis for entydigheten:
Antag att

n—1

f(z) = Z crx® + x"c; (z)

k=1

déar cq(x) ar kontinuerlig. Vi vet a andra sidan att enligt Maclaurins sats géller
n—1
f(x) = Z apz® 4 z"c(x)
k=1

dar ay ges av (2). Subtraherar vi dessa likheter far vi

n—1
0= Z<Ck — ag)z® + 2" (c1(z) — (7))
k=1
Nu f6ljer av lemmat att ¢ = ax for k = 1,2,...,n, och darfor ocksa att c¢1(x) =

c(z). Q.E.D.



