KTH Matematik Konvexa och konkava
Harald Lang funktioner

En tolkning av tecknet for en funktions andraderivata kan formuleras geomtriskt:

Sats:
a) Om f"(x) <0 i ett intervall, sa
(ia) ligger dess graf dver dess korda (fig s. 242)
(iia) ligger dess graf under dess tangent

b) Om f"(x) > 0 i ett intervall, sa
(ib) ligger dess graf under dess korda (fig. nederst s. 241)
(iib) ligger dess graf dver dess tangent (fig. sid 245)

I fallet a) séigs funktionen vara konkav, i fallet b) sigs den vara konvez.

Beuvis

Vi visar fallet a). Lat y = Az + B vara kordan genom (a, f(a)) och (b, f(b)),
= 0

f
dér a < b. Betrakta funktionen h(x) = f(x) — (Az+ B). Eftersom h(a) = h(b) =
foljer av medelvardessatsen att h'(£) = 0 for nagot € € (a, b). Men h”(m) = f"(x) <
0, sa h/(x) &r avtagande, vilket medfor att 0 = h'(§) > h/(x) for £ < = < b, sa
h(z) &r avtagande dér. Alltsa géller for dessa z-vérden att h(z) > h(b) = 0, vilket

visar att till hoger om = = ¢ ligger grafen for f(x) 6ver kordan.

Pa samma sétt inser vi att dven till vanster om = = & ligger grafen for f(x)
over kordan: Ocksa i intervallet a < = < & giller att h'(z) &r avtagande, sa
h'(x) > h'(§) = 0 déar, dvs. h(x) ar vaxande dér. Alltsa géller for dessa x-véirden
att 0 = h(a) < h(x), vilket visar att aven till vinster om x = £ ligger grafen for
f(x) 6ver kordan.

Déarmed é&r (ia) bevisad.

For att visa (iib) betraktar vi tangenten y = Cz + D i nagon punkt (c, f(c))
pa f:s graf. Betrakta funktionen g(z) = f(x) — (Cx + D) Nu géller att g(c) =0
och ¢'(¢) = f'(¢) — C' =0, eftersom Cz + D &ar tangent.

g"(x) = f"(x) <0, sa ¢'(z) ar avtagande. Alltsa géller for = > ¢ att ¢'(z) <
g'(c) =0, dvs. g(x) ar avtagande dar. Alltsa géller for x > c att 0 = g(c) > g(x),
dvs. f:s graf ligger under tangenten dar.

For z < ¢ géller fortfarande att ¢'(x) ar avtagande, sa ¢'(z) > g('c) = 0 for
dessa z—virden. Alltsa &r g(z) véxande i dér, sa g(z) < g(c) = 0, dvs. f:s graf
ligger under tangenten aven for x < c.

T oa 3 b x: c
h': + 0 - g + 0 -
h: 0 7 K& N\, 0 g 0 X\, 0

Exempel
Visa att sinz > 2£ for O<z<3

Losning: sinx ar konkav i intervallet, ty ——

d —sinz < 0 dar. Alltsa ligger
grafen for sin z ovanfoér kordan genom (0, 0)

nr =
(% 1). Detta ger olikheten.



