KTH Matematik
Harald Lang Resttermen i Maclaurins formel

Ett satt att harleda ett uttryck for resttermen i Maclaurins formel ges i bokens
kapitel 9; det bygger pa partiell integration och ”generaliserade medelvardes-
satsen” for integraler (SATS 8 kapitel 6.4.) Om vi néjer oss med Lagranges rest-
term, eller uttrycket c,(z)z™ som i stencilen om Maclaurins formel, sa kan vi
anvianda en nagot enklare metod.

Lat f(x) vara en given funktion, deriverbar atminstone n ganger, och definiera
pn som Maclaurin-polynomet av grad n — 1:
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Da har p,(x) och f(x) samma derivator upp t.o.m. ordning n — 1 fér = 0. Lat
R, (x) vara resttermen:

R (2) = f(x) = pn(2)

R, . .

och definiera ¢, (z) = Bn(@) for « # 0. Observera att R, (z) har derivatorna 0
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for x = 0 upp t.o.m. ordning n — 1. Vi kan nu med L’Hopitals regel rdkna ut

gransvardet lim ¢, (x) :
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Den sista likheten beror pa att p;n) (x) =0.

Detta innebér att resttermen kan skrivas som ¢, (x)z™ dar ¢(x) ar kontinuerlig

(n)
i ndrheten av x = 0 om vi definierar ¢(0) = fn_!(o)‘

Ett mer precist uttryck for resttermen ar

Lagranges restterm:
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R, (x) x™ for nagot £ mellan 0 och x

Den kan vi bevisa pa nistan samma séatt, om vi paminner oss lemmat vi anvande
for att bevisa L’Hopitals regel (se stencilen om L’Hopitals regel:)



Lemma.
Antag att f(a) = g(a) = 0 ddr f(z) och g(x) dr deriverbara funktioner. Lat
b # a. Da finns ett tal & mellan a och b sadant att
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Vi kan nu fa fram Lagranges restterm pa ungefar samma satt som ovan:
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dar z; ligger mellan 0 och x, x9 ligger mellan 0 och z1, o.s.v. Om vi déper z,, till
¢ far vi Lagranges restterm.



