KTH Matematik
Harald Lang Integraler

Kapitel 5 i boken gar litet val langt néar det galler integrationsteknik. Vi inskrénker
oss till foljande:

Rationella funktioner

Vi bryr oss inte om fallet da det finns en faktor (z? + ax + b)™ med n > 1
i ndmnaren (dar ploynomet saknar reella nollstillen.) For fallet n = 1 &r det
bekvamt att kunna litet utantill: sag att vi har en term
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som skall integreras. Vi delar upp den sa hér:
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For att integrera den andra termen kvadratkompletterar vi i namnaren:
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som har primitiven

1 1 T +c
/mdl’—a&l@t&ﬂ( d )

Rotuttryck

Om man har ett rotuttryck y/andragrads-polynom, déar polynomet saknar
reella nollstéllen, sa kan man efter kvadratkomplettering och variabelsubstitution
astadkomma att man har ett av fallen

(1) V1—a?
(2) 2?2 +1
(3) 2 —1

Vi kan da utnyttja "ettorna” for de trigonometriska och hyperboliska funktio-
nerna: cos?t + sin®¢t = 1 och cosh?t — sinh®¢ = 1. Vi kan alltsa gora foljande
substitutioner:

(1) z=sint, —

|

<t< g, dr = costdt, \/1 — 22 = cost

(2) x =sinht, t >0, do = coshtdt, \/x? +1 = cosht
(3) x =cosht, t >0, de =sinhtdt, /22> —1 = sinht



Exempel
Bestam en primitiv till W (jAmfor boken exempel 22, sid. 273.) Vi gor
substitutionen

x = sinht, dx = coshtdt

/ dx / coshtdt / dt tanh ¢

_ = _— = —F— — tan

(1 + t2)3/2 cosh® ¢ cosh? ¢

Den sista likheten har kan man gissa sig till: vi bor veta att % tanz = ﬁ, och

varje triginometrisk formel har en motsvarighet for hyperboliska funktioner. Vi
kan nu fortsatta:

och far:

—  —tanht= = -
11 22)3/2 cosht (/1 4 ginh?z V1+ a2

/ dx sinht B sinh ¢ T
(

Triginometriska funktioner
Har finns en hel del ad-hoc-trix som man far lara sig efter hand. Som sista
utvéig tar man till "tangens for halva vinkeln”. Vi tittar pa ett

exempel

Mercators kartprojektion har den stora fordelen for sjéfarare (atminstone forr
i tiden) att en fix kompasskurs &r en rat linje pa kartan, och kompassriktningen &r
densamma som vinkeln mot meridianen pa kartan. Nar man gor en karta enligt
Mercators projektion behéver man en skala pa breddgrads-axeln som &ar en en
primitiv till L Vi soker alltsd [ 2.

Vi ser till att integrationsintervallet ligger inom —7 < & < 7 och satter

2dt

= 2arctant, dr = ——
T arctant, dx e

Om vi tillfalligt betecknar v = arctant har vi alltsa

5 cos?v —sin*v 1 —tan®v 1 —1t2

v —sin“ v = = =
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2

COS T = coS 2V = coS
Vi far alltsa
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Den sista likheten lamnar jag som 6vning (elakt grin!)



