Institutionen for Matematik
KTH

Losningsforslag till
Tentamen i Analytiska metoder och linjar algebra 1
for M, BD, P och T (kurskod 5B1132) samt IT (kurskod 5B1140)
Den 16 december 2003 kl 08.00-13.00

1. Los nedanstaende ekvationssystem (obs: det har odndligt manga losningar).

2r+y+z2=4
r+2y+22=3
Sr+y+z=9

Losning: Vi byter plats pa forsta och andra raden, skriver ekvationssystemet pa
matrisform och anvéinder Gausselimination. Vi far:

1 2 2 3 1 2 2 3 12 2 3

2114 ~10 -3 =3 =2|~|0 11 2/3]),

5 1 1 9 0 -9 -9 -6 000 O
dér vi ser 16sningen z =t¢,y =2/3 —t, x =3 — 2t —2(2/3 —t) = 5/3.
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2. Bestam en ekvation for det plan som innehaller de bada linjerna
p(t) = (2+1t, 1+t —t) och r(s) = (1, =35, 1 + 2s).

Losning: Linjerna skér varandra om och endast om p(t) = r(s) for nagra virden
pa t och s vilket géller om och endast om ¢ = —1 och s = 0. Linjerna har alltsa
exakt en skirningspunkt, dvs (1,0,1). For att fa en normalvektor n till planet tar
vi vektorprodukten av riktningsvektorerna for de bada linjerna, dvs



Planets ekvation blir alltsa —x — 2y — 3z 4+ d = 0 for nagot tal d och om ekvationen
ska vara uppfylld da (z,y, z) = (1,0, 1) maste vi ta d = 4. Planets ekvation blir alltsa
—x — 2y — 3z 4+ 4 = 0, vilket man (om man vill) ocksa kan skriva z + 2y + 3z = 4

Svar: x 4 2y + 3z = 4.

(4o + 2)e* !

3.  Bestam en ekvation for tangenten till kurvan y = 1
x

(1,3).

i punkten

Losning: Vi deriverar och far att

, (4™ 1 4 (4 + 2)e 1) (2® + 1) — 22 (4a + 2)e”
y (l‘) = 2 2 )
(x2+1)
vilket ger att 3/(1) = 2. Darfor maste tangenten ges av en ekvation y = 2z +m
for nagot tal m. Denna ekvation &r uppfylld for (z,y) = (1,3) om och endast om

m = 1. Tangentens ekvation blir alltsa y = 2z + 1.
Svar: y = 2x + 1

cos2x + cosdx — 2

4.  Berdkna gransvardet lim -
0 rsinx

Losning: Eftersom cost = 1 —2/2+ O(t*) sa far vi att cos 2z = 1 — 222+ O(x?) och
cos4x =1 —8x% + O(x*). Vi har ocksa att sinx = x + O(23). Allt detta ger oss att:

cos 2z + cosdx — 2 , 1—222+O(2%) +1 822+ O(a?) — 2
= lim

li =
20d rsinx o z(x 4+ O(x?))
. —10z% + O(z)
= lim
z—0 2+ O(z?)
—10 + O(z?)
=lim ——M~
z—0 14+ O(:EQ)
= —10.

En alternativ 16sning med L’Hospitals regel ser ut sa hér:

. cos2x + cosdxr — 2 . —2sin2x — 4sindx . —4cos2x — 16cosdzx
lim ; = lim - = lim - = —10.
0 rsinz z—0 sinx + xcosz z—0 CcOST + cosx — xsinx

Svar: —10




6
3r —5
5. Berakna integralen /4 ﬁm dz.

Losning: Vi partialbraksuppdelar integranden. Forst ser vi att
r? —4x +3 = (v — 3)(xz — 1), sa vi soker tal A och B sadana att

3r—5 A B
(x—3)(x—1) $—3+$—1'
Om vi gor likndmigt i hogerledet och jamfor koefficienterna i polynomen i téljarna
far vi ekvationssystemet A + B = 3, —A — 3B = —5 med lésning A = 2, B = 1.
Dérfor ar

3r —5 2 N 1
(x—-3)(x—1) 2-3 z-1

och om vi sétter in detta i var integral far vi

/67396_5 dx—/6 2 + L dx
s 2—4x+3  J, \ze—-3 x-1
:[2ln(:c—3)—|—ln(x—1)]i

=In3+Inb
= 1In15.

Svar: In 15

6. Finn alla lokala extrempunkter (och bestdm deras typ) till funktionen
f(x) =2 —2In(3+ 2?).

Losning: Eftersom 3 + 22 > 0 for alla x sd #r definitionsméngden till den hér funk-
tionen hela reella axeln. Vi deriverar och far att

Fla)=1-2 v 3+ 2% — 4z _ (x —1)(x —3)

3+ 22 3+ 22 3+ 22
som existerar for alla x. Lokala extrempunkter kan déarfor bara finnas dar derivatan
dr noll. Vi ser att f’(z) = 0 om och endast om x = 1 eller x = 3. Dessa punkter &r
alltsa de enda punkter som kan vara lokala extrempunkter.

Vi deriverar nu en andra gang och far

2(3 + 22) — (21)?
(3 + 22)2

F'(z) = =2



Nu ser vi att (1) = —1/2 < 0 vilket, eftersom vi redan vet att f'(0) = 0, betyder
att f(z) har ett lokalt maximum nér z = 1. Funktionsvérdet i punkten &r f(1) =
1—2In4.

Vidare ser vi att f”(3) = 1/6 > 0 vilket, eftersom vi redan sett att f’(3) = 0,
betyder att f(z) har ett lokalt minimum nér z = 3. Funktonens vérde i denna
punkt dr f(3) =3 —2In12.

Svar:
Lokalt max nidr x = 1 (funktionsvérdet har &r 1 — 21n4).

Lokalt min nér x = 3 (funktionsvérdet har &r 3 — 21n 12).

7.  Finn allménna l6sningen y(x) till differentialekvationen

1
v +y + V= 25cosx + 1.

Losning: Den allménna 16sningen y(z) till den givna differentialekvationen fas som
y(z) = yn(z) + yp(z), dér y, dr nagon partikuldrlosning till den givna ekvationen
och gy, ar den allménna 16sningen till motsvarande homogena ekvation.

Forst soks yp, dvs allménna losningen till " 4+ ¢’ + y/4 = 0. Den karaktéristiska

ekvationen k* + k + 1/4 = 0 har den enda lsningen k& = —1/2, sa vi far att
yn(z) = (Az + B)e /2, dir A och B #r godtyckliga reella tal.

Sedan soks y,. Vi ansétter y, = ccos v +dsinx+m. Da &r y, = —csinx+d cos ¥ och
y, = —ccosz—dsinx och y; +y,+y,/4 = (c/4—c+d) cosz+(d/4—d—c)sinz+m/4

vilket ar lika med hogerledet 25cosx + 1 om och endast om ¢ = —12, d = 16 och
m = 4. Vi har alltsa partikularlosningen y, = —12cosz + 16sinz + 4.
Den allménna losningen till den i uppgiften givna differentialekvationen &r nu

y(z) = (Az + B)e /2 — 12cosx + 16sin x + 4,

dér A och B ar godtyckliga reella konstanter.
Svar: y(r) = (Az + B)e "2 — 12cosx + 16sinx + 4.

8.  For matriserna A och B giller att ABA™! =

O~ = O
—
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Bestam AB~'A 1,
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. Vi soker denna
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Losning: Vi har att AB™1A™! = (ABA 1)1 =

O = = O

1
1
1
1
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1
invers som 16sningen X till (ABA™')X = F med hjilp av Gausselimination:

10101000 1010 1 000
11120100 0102 —-1100
01120010 0112 0 010
10110001 0001 -100T1
1010 1 0 00
0102 -1 1 00
“loo10 1 -110
0001 -1 0 01
1000 O 1 -1 0
0100 1 1 0 =2
“lfoo1o0 1 -1 1 o0
0001 -1 0 0 1
0O 1 -1 0
. .. 1 1 0 =2
Vi ser att losningen &r 1 -1 1 o0
-1 0 0 1
0O 1 -1 0
R S TS TR R,
Svar'ABA_l—ll()
-1 0 0 1

9. Sambandet 1 + y + e¥~2 = 5e!™® — x definierar y som en o#indligt manga
ganger deriverbar funktion y = y(z). Uppenbarligen &r y(1) = 2. Bestdm
Taylorpolynomet av grad 2 kring punkten x = 1 for funktionen y.

Losning: Kalla det sokta Taylorpolynomet for p(z). Detta har da utseendet

p(@) = u(1) + ¥ (O - 1) + L e -1y,

sa for att bestamma Taylorpolynomet behover vi virdet, derivatan och andraderi-
vatan av funktionen y(z) i punkten z = 1.

Vi vet redan att y(1) = 2. Nu deriverar vi ekvationen 1 + y + e¥=2 = 5e!™% — x
implicit och far att



Y'(2) + ¢y (x) = =be' " — 1,
vilket for (x,y) = (1,2) ger oss att 2y/(1) = =5 — 1, dvs ¢/(1) = —3.
Vi deriverar nu en gang till och far att

/() + 2y (@) + v () = Bel ™,
vilket for (z,y) = (1,2) ger oss att y"(1) + 9+ y"(1) =5, dvs y"(1) = —2.
Nu vet vi att y(1) = 2, y'(1) = —3 och y”(1) = —2 och kan bilda Taylorpolynomet:
p(x) =2-3(x—1)— (v - 1)
Svar: 2 — 3(z — 1) — (z — 1)?

10.  En motorcykelforare ska kora en striacka om 161 km fran en punkt A till
en punkt B genom svargenomtrianglig terdng. Framkomligheten varierar, sa
hon kan inte ridkna med att halla samma hastighet hela tiden. Hon kalkylerar
med att halla en hastighet v som varierar enligt formeln v(x) = 3vz + 64
km/h, dér x dr avstandet fran startpunkten A. Berékna den totala kortiden.
(Ledning: Man kan t ex dela upp strickan i smabitar.)

Losning: Strackan delas in i smabitar av lingd Axz. Pa den lilla delstrickan fran
punkten z till z + Az &r hastigheten ungefiar konstant lika med 3v/x + 64 km/h.

T
Det betyder att kortiden for denna lilla delstracka ar ungefar ——— timmar. Un-
y W

geférlig total kortid blir da summan av de approximativa kortiderna for alla sadana
sma delstriackor. Later vi Az ga mot noll konvergerar summan mot en integral som
ger totala kortiden, ndmligen

L 2 el ) Va5 oD - 14
—————dr = |V + 64| =2(V225 - V64) = —.
/0 3V +64 {3 L 3 /=3

Den totala kortiden blir alltsa 14/3 timmar, dvs 4 timmar och 40 minuter.
Svar: 4 timmar och 40 minuter.



