KTH Matematik
Tentamen
5B1118 Diskret Matematik
22 mayj, 2006

tid:8:00-13:00

Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare. Inga bocker/anteckningar far anvéndas.
Allt ska motiveras. Ett svar utan forklaring ar vart 0 poéng!

Minst 3 podng frn varje del krévs for godkant.

DEL 1

(1) (3 p.) Visa med hjélp av induktion att:

21 —1)(2n + 1
12+32+52+72+...+(2n—1)2:n(n ;(7” ).

for n > 1.
o n=1:12 = 121C)

2n —1)(2 1
PR st 20— 1) = 12 ?2(7” ),

e Antag att formeln géller till n — 1.
m=1)2Mn-1)—1)(2n—-2+1)
3

= (2n — 1)(2n—;’-n2) _ n(2n — 1?2(271—1— 1).

12432452472 4. (2(n—1)—1)+(2n—1)* = +(2n—1)% =

(2) (3 p.) Lat f, g vara tva fuktioner fran R till R, definierade av:
fx)=azx+0b g(z)=1—x+2°

Bestim talen a, b sddan att (go f)(z) = 422 —6x+3. go f(x) = glar+b) =
1—(ax +b)+ (ax +b)? =1 —ax — b+ a’2? + 2axb + b* = 2% + x(2ab —
a)+ (1 —=b+0b?). Vivill att: a?z? +2(2ab—a)+ (1 —b+b?) = 42% — 62 + 3.

a2 = 4
a(2b—1) = —6
1-b4+0b> = 3

16sninsgarna &r (a,b) = (—2,2), (2, —1).

(3) (3 p.) Ange ett tal d sadan att ekvationen:
889z 4 4473y = 3d.

har minst en 16sning.

En sadan diofantiska ekvation har en 16sning om och endast om (889, 4473)/3d.

Man ser att (889,4473) = 7 och 7/3d om 7/d. Det betyder att d ska vara

en multipel av 7, till exempel 7,14, 21, ...

DEL 2
1




(1)

(3 p.) 15 likadana gula kulor skall laggas i tre fack A,B,C, sa att A innehaller
2 eller 4 kulor, B minst 3 och C' ett jaimnt antal. Pa hur manga sétt kan
detta ske?

Vi forst tar tre kulor for B. Om A ska innehalla tva kulor da kan C innehalla
2,4,6,8 eller 10 kulor. Om C' innehaller mindre &n 10 lagger vi resten i B.
Totalt har vi 5 moligheter beroende pa hur manga kulor finns i B. Om A
ska innehalla fyra kulor da kan C innehalla 2,4, 6 eller 8 kulor. Det ger 4
moligheter. Totalt har vi 5+4 =9.

(3 p.) Bestdm summan av koefficienterna i utveklingen av

(z+y)'".

17

17 _
(l,+y)17:z <k>xkyl7 k
k=0
summan av kofficienterna ar

17
17\ 17
> (n> = (1+1)".
k=0
(3 p.) Bestdm antalet heltal 16sningar till ekvationen
X1 +I‘2+SE3—|—{E4 =15

sadan att x1 > 5,209,253 > 0,14 > 7. Lat y1 = 21 — 5,y2 = To, Y3 = T3, Y4 =
x4 — 7. Fragan ar ekvivalent med att hitta alla icke-negativa heltal 16sningar
av

Y1+y2s+ys+ys =15-5—-7=3
Svaret ar da (3+§_1) = (g) = 20.
DEL 3

(1)

(3 p.) Lat Ay C 84 vara delméngden av alla jamna permutationer:
Ay = {o € 8§ med sign(c) = 1}.
(a) Skriv alla elementerna av A4. A4 har 12 element. &n jamn permutation
kan vara av typ [14],[22],[13] :

e (1)(2)(3)(4) dr den enda av typ [1%]
o (12)(34),(13)(24), (14)(23) ér alla av typ [22].

o (1)(234), (1)(243), (2)(123), (2)(132), (3)(124), (3)(142), (4)(123), (4)(132)

ar alla av typ [13].
(b) Lat - vara multiplikationen av tva permutationer. Bevisa att (Ag, ) ar
en grupp.

e Multiplicationen &r en binér operation pa A, eftersom
sign(o - n) = sign(o) - sign(n). som vill séga att produkten av
tva jdmna permutation ar jamn.

e Produkten &r associativ.

e id=(1)(2)(3)(4) ar jamn.

e Om ¢ dr jimn da ir o = 71 7e...7a;. Man ser att 0! = 72_711...71_1.
och d& ar o~ ! jamn.



3

(¢) Ar (A4,-) kommutativ? Multiplitationen av tva permutationer #r inte
kommutativ da ar gruppen inte kommutativ.

2) (3p.)
(a) Ange en delgrupp H av (Ay, ), med 3 element. En permutation av typ
[13] har grad 3 och da har delgruppen genererad av en sadan permuta-
tion 3 element. Till exempel &r H =< (1)(234) >= {(1)(2)(3)(4), (1)(234), (1)(243)}.
(b) Har (A4,-) en delgrupp med 5 element? Lat H vara en del grupp av
(Ay,-). Enligt Lagranges sats ska antalet element i H dela 12 = |Ay|.
Det finns da ingen delgrupp med 5 element.

(3) (3 p.) Betrakta gruppen G = (S5 X Zg, ), dar
(o, [Fls) * (7, [t]s) = (o - 7 [t + K]g).

(a) Bestamma ord((14)(325),[3]s). ord((14)(325)) = l.c.m(2,3) = 6 som
element av Ss.
ord([3]s) = 8) som element av Zg. Det foljer att ord((14)(325), [3]s) =
l.eom(6,8) = 24.

(b) Ar G cyklisk? G ér cyklisk om det finns ett element a = (0,n) € G av
order |G| = 5!-8. Det vill siiga att 5!8 = 2635) = l.c.m(ord(o), ord(n)).
Detta innebir att 26 /ord(o) eller att 2°/ord(n). Bade ir omgjliga.

DEL 4

(1) (3 p.) Visa att det inte finns nagon graf med 7 noder vilka alla har grad 3.
Lat G = (V, E) en graf med |V| = 7 och deg(v) = 3 {or alla noder v € V.
Enligt formeln

Z deg(v) =2F
veV
skulle summan av alla grader vara jamn. Men 3 - 7 ar odda.

(2) (3 p.) Lat G vara en graf med 11 noder och 53 kanter.
(a) Bevisa att det finns minst en nod av grad 10. S&tt en ordning pa
noderna vy, ..., v11 sa att deg(vy) < deg(ve) < ... < (v11). Enligt

11deg(vi1) > Y deg(v) = 2E = 106
veV

dr deg(v11) > 198, Eftersom deg(vi1) ér ett heltal &r deg(vi1) > 10.
Men grafen har bara 11 noder som betyder att graden av en nod kan
inte vara storre &n 10. Da &r deg(vy1) = 10.

(b) Bevisa att G inte dr en Eulergraf.
G ar Eulersk om och endast om alla noderna har jamn grad. Fran
formeln

11deg(v1) < Z deg(v) = 2E = 106
veV

vi ser att deg(v1) < 9. Om alla noderna ska ha jamn grad da &r
(deg(vy),...,deg(vi1)) = (8,8,10, 10, ..., 10). Det betyder at v; &r forbunda
till alla andra for ¢ = 3,4, ...,11, men detta innebér att grad(vy) > 9.



(3) (3 p.) Betrakta graferna G: G

Ar de isomorfa?
Om tva grafer ar isomorfa da har de lika manga cyklar av givet langd. Man
ser att G’ hat tva cyklar av langd 4, men G har bara en sadan cykel.

DEL 5

(1) (3 p.) Bevisa att polynomet 7 + 22 + 1 dr reducerbart &ver Zs.

T+ l= 4t 224+ 1)@+ +1).

(2) (3 p.) Hur manga inverterbara matriser

a b
(c d),a,b,c,d€Z5

finns? (En matris A 6ver Zs dr inverterbar om och endast om det(A) # 0.)
det(A) = ad — be # 0 6ver Zs = {0,1,2,3,4}. Antag att a,b,c,d # 0.
Eftersom 5 ar primtal ar alla elementen, utom 0, inverterbara. Om d = 0
da &r ad —bc =bc=0ndr b=0eller c=0. Om d # 0 da &r

ad—bc=0= a=bed !

Losningarna ar
e (a,b,¢c,d) =(a,0,¢,0),a,c € Zs,b # 0;(a,b,0,0),a,b € Zs; b # 0 totalt
25 4 20 = 45.
o (bed',b,¢,d),b,c € Zs,d € Zs — {0}. Totalt 5-5- 4 = 100.
Svar: 145

(3 p.) Antag given ett RSA-system med kripteringsnyckel n = 217 och
e = 11. Dekryptera meddelandet 5.
Har dr n = 217 =31 -7 och m = 30 - 6 = 180. Eftersom (180,11) = 1 har
vi att:

1=3-180-49- 11
Det féljer att d = [11] g, = 49.

D(5) = 5%,



