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Definition
L3t A, B vara tvd mangder. En funktion f frd n A till B:

f:A—B
ar en regel som till varje a € A ordnar ett entydig ellement
b=f(a) € B.
Elementet b kallas funktionens varde i a, eller bilden av a.
Exempel
» f:N—N, f(n)=4n+5.
» f(n) =+/n dr INTE en funktion f : Z — R.

» f(n) = +n dr INTE en funktion.
» f:Z — NU{0}, f(n) = n?
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Terminologi

Lat f : A — B vara en funktion.
» A: funktionsmangd (domain)
» Vi ={be B, b= f(a) for ndgot a € A} C B vardemdngden
(image).
> Vi sager att fi, o : A— B ar lika om fi(a) = f,(a) for varje
ac A
Exempel

1. f:N—=N, f(n) = 4n+5. V; = {9,13,17,21,...} C N.
2. f:Z— 17, f(n)=n? V; =NU{0}.
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Terminologi

Definition
En funktion f : A — B kallas:

> injektiv om ekvationen f(x) = y har hogst en losning x € A.
D.v.s.
f(a)=f(b)=a=0»b

» surjektiv om ekvationen f(x) = y har minst en Idsning x € A.
D.vs.
Vi = B.

» bijektiv om ekvationen f(x) = y har precis en l6sning x € A.
D.vs.
BIJEKTIV=INJEKTIV+SURJEKTIV.
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1. f: N — N, f(n) = 2n ar injektiv men inte surjektiv.
2. ida: A— A, ida(a) = a for alla a € A, ar bijektiv.

Definition
Lt f: A— B och g: B — C vara funktioner. Den sammansatta

funktionen
gof:A—C

definieras av (g o )(a) = g(f(a)).
Exempel
1. forvarjef : A— B ar

foida=1idgof =F.

2. f:Z —NU{0},f(n)=n? ochg :NU{0} — Z,g(n) = —n.
gof:7 — 7,gof(n)=—n
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sammansattning

Anmarkning

1. f, g injektiva = g o f injektiv;
2. f, g surjektiva = g o f surjektiv;
3. f,g bijektiva = g o f bijektiv.

Definition
Lat f : A — B vara en fuktion. En funktion g : B — A kallas en
invers av f om:

gof =ida,fog=idg.

En funktion som har en invers kallas inverterbar.
Man kan visa att en invers till en funktion ar entydigt bestamd.
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Anmarkning

» Om g ar inversen till f da galler att:
g(b)=a< f(a)=b.

» En funktion f har en invers < f ar bijektiv.
Om f : A — B ar bijektiv d3 ekvationen f(x) = y har en
entydig I6sning x € A. Funktionen f~1: B — A som till varje
y € B ordnas den entyget I6sningen av f(x) = y ar den
inversa funktionen

» f:A— B,g: B — C bijektiva = (gof)t=flog™l
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Négra kombinatoriska tillampningar

Definition

Vi sager att en mangd A ar en andlig mangd om det finns n € N
sadan att |A| = n. N&r sa inte ar fallet sdger vi att A ar en oandlig
mangd.

Man ser att om f : A — B ar bijektiv dd motsvarar varje element i
A precis ett element i B. Det kommer att betyda att A och B har
samma antalet element :

|A| = |B| < det finns en bijektiv funktion f : A — B.

Anmarkning

1. N ar oandlig.
2. Det finns odndliga manga primtal.
3. det finns en bijektiv funktion A — N = A oandlig .
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Ladprincipen

Om A har andligt ménga element, |A| = n. Att fixa en ordning pa
A, A={a1,a,...,an}, betyder att fixa en bijektiv funktion:

f:A—{1,23,...n} =N, f(i)=a € A

Anmarkning

Lat A, B vara andliga mangder.
1. f: A— Binjektiv = |A] < |BJ;
2. f: A— B surjektiv = |A| > |B]|.

Ladprincipen.

Om n+ 1 eller fler kulor skall 1aggas i n lddor dd maste n3gon lada
innehalla tva kulor.

Om kn+ 1 eller fler kulor skall Iaggas i n lador d& maste nagon
I&da innehalla minst k + 1 kulor.
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Tillampnigar

Exempel

Visa att i varje mangd av manniskor finns det tvd element med
samma antalet vanner.

Lit X = {p1,..., pn}, n > 2 och antag att p; ar vann med p; om
och endast om p; ar vann med p;.

Definiera en funktion:

f: X —1{0,1,2,...,n—1},f(p;) = antalet vanner av p;(utan p;) i X.

Observera att:
» 0,n — 1 kan inte bada vara element i Vy.
> X —{1,2,....,n—1}({0,1,....n— 2}).
> Enligt ladpricipen finss det p;, p; sadan att f(p;) = f(pj)
(f kan inte vara injektiv).
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Tillampnigar

Exempel
I en liksidig triangel med sidan 1 valjes 5 punkter. Visa att det
finns tva punkter vars avstandet ar hogst %

» Figuren delas i fyra del (deltrianglar).

> tva av de fem punkterna maste tillhéra samma deltriangel.
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