LEKTION 03-29

Idag gar vi genom nagra klasser av grafer.

Definition 0.1. Grafen G = (V, E) kallas bipartit om noderna kan delas upp i tva
disjunka delar V =V, U V5, Vi NV, = (0, sadan att varje kant ar av formen ab dir a € V;
och b e Vs,.

Om varje nod i V; ar forbunda till varje nod i V5 far vi den fullstdndiga bipartit grafen.
Denna betecknas K, , nir [V1| =m och V5| = n.

Ezempel. Visa atta alla cykler i en bipartit graf ar av jamn langt.

Lat ~ vara en cykel som boérjar och slutar i @ € Vi. Maste forsta och sista kant vara
av formen abq, b,a dar by, by € V5. Cyklen ar av formen abiaibsas...b,a dar b; € V5 och
a; € V1. Vi ser att cyklen har jamn langd.

Definition 0.2. En sammanhangande graf utam cykler kallas en trad.
e Noder med graden 1 kallas 10v.

Vi har att:

Sats Lat T = (V, E) vara ett trad, da
[El=[V]-1

Bevis. Vi ska bevisa det med hjilp an induktionen pa |V|.

Om |V| =1 vi maste ha |E| = 0, da &r satsen sant. Antag att satsen géiller for varje
trdd med |V| = k. Vi ska visa at den géller for en trdd med |V| = k£ + 1. Lat ab vara
en kant i 7. Eftersom det finns bara den har kanten mellas a och b far vi tva trad nar
vi tar borta ab fran 7. Beteckna dem med T} = (V4, E1), Ty = (Va, E3). Enligt induktion
|Ey| = |Vi| — 1 och |Ey| = |V,| — 1. Eftersom |E| = |Ey| 4 |Ey| + 1 ar vi klara.

Exempel Hur manga icke-isomorfa trad med 6 noder finns det?

Definition 0.3. En fraf kallas plandr om den (precist ska vi sdga nagon geometrisk
representation av den) kan ritas i ett plan utan att nagra kanter skir varandra utanfor
noderna.

Grafer Ky, K5, K3, K, ar planira.
Grafen K5 ar inte planar.
Lat G = (V, E) vara en sammanhéngande planir graf. Antalet delytor beteknar vi med
r. Man kan visa att:
FEulersats. Det galler att:
V|- |E|+r=2
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Sa om K3 var en planir graf skulle man rita den i planet med 7 delytor. Den &r faktiskt
omojligt!

Definition 0.4. En graffirgning ir en firgning av noder sadan att grannar alltid har
olika farg. Den minsta antal farger som behdvs for en graffargning kallas den kromatiska
talet av krafen G och skrives x(G).

En graf kan fa manga olika graffargningar. Hur manga?
Ezrempel
e Herschels graf.
e X(G) =1 om och endast om G bestar av isolerade noder, dvs |E| = 0.
e Om G ar sammanhéngande och har n noder géller att 2 < x(G) < n.
e Varje bipartit graf G har x(G) = 2.
o X(Kn)=mn
Vi definerar Pg()\) som antalet graffirgningar av grafen G med A stycken farger.
Man kan bevisa at Pg(\) ar ett polynom i A och dérfoér kallas det det kromatiska
polynomet
Ezempel 7.8 i boken.

OVNING

(1) Lat C,, vara en cykel av lincg n. Bestdm n om x(G) = 2.
(2) Betrakta grafen K, . Bestdm graden av alla noder.

(3) Bestdm nar K, , eulerisk.

(4) Bestam alla icke-isomorfa trid med 7 noder.

(5) Visa med hjilp av Eulersats att K3, 3 ar inte planér.



