1 Forelasning 6

Fran envariabelanalysen vet vi att

b
f(b) = f(a) :/ %(t)dt (analysens huvudsats.)

Det foljer att integralen av derivatan av f pa intervalet [a,b] bara beror pa
intervallets andpunkter a och b. Idag ska vi generalisera detta till R3.

1.1 Gauss sats

Sats 1 Lat V vara ett omrade iR3 och lat S beteckna randytan till' V.. Antag alt
A dr ett kontinuerligt deriverbart vektorfdlt i V (slutna holjet av V, dvs VUS).

Da galler att
//Z-ﬁdS:///V-ZdV (1)
S \%4

ddar n dr den utatriktade enhetsnormalen.

Bevis. Bida sidorna i (1) #r linjira med avseende pa A. Alltsa ricker det att
bevisa satsen for vektorfalt sadana att

A=A,z

a). Forst betraktar vi ett omrade V som ges av g(z,y) < z < f(z,y),
(z,y) € Q, dir Q ir ett begrinsat omrade i R? med rand 9. Randen av
V bestar av locket z = f(x,y), (z,y) € Q, som betecknas med S5, botten
z = g(x,y), (z,y) € Q och mantelytan g(z,y) < z < f(x,y), (z,y) € 9Q. 51
och Sy ar funktionsytorna och de utatriktade enhetsnormalerna med avseende
pa V pa dessa ytor ar

/\ filf? fy7 )

,/1+f2+f2
o (9ws 9y, 1)

\/1+91+gy

Vi behover inte det exakta uttrycket for enhetsnormalen 73 pa S3. Det som &r
viktigt for oss ar att ng ar ortogonal mot Z. Enligt foreldsning 5 ar ytelementen
pa funktionsytorna S; och Sy féljande

dSy = \/1+ f2+ fidxdy
dSy = \/1+ g2 + g2dxdy .

och

och



Sa vénsterledet i (1) ar lika med
V.L.= / Az - dSy + / A% - NodSs + / A% - f3dSs.
S1 Sa S3

Sista integralen &r 0 pa grund av att ng ar ortogonal mot Z. Nu anvander vi
uttrycken for ny, ng, dS7 och dS; och finner att

1 /
Q 14 f2 4 f2
1
-/ Az<x,y,g<x,y>>ﬁ\/l+gi+g§dwdy
+ 9zt 9y

://Q(Az(x,y,f(x,y))—Az(x,y,g(a?,y)))dxdy.

Nu réknar vi ut hogerledet i (1):

H.L.:///Vdedydz:/// aAzola:dydz.
\%4 v aZ

Med hjalp av itererad integration far vi att den sista integralen &ar lika med

f(z.y)
/// %dxdydz.
QJg(z,y) 0z

Nu anvander vi insdttningsformeln och far

L= //Q(AZ(Ly, f(2,y)) — Az(x,y, 9(x, y)))dady.

Alltsa sammanfaller hogerledet med vénsterledet och satsen ar bevisad for ovanstaende
fall.

Om V ér ett allmént omrade, sa kan det delas upp i sma omraden med sam-
ma form som i a). Resultatet i a) anvénds sedan f6r varje delomrade. Summerar
vi sedan Gver dessa delomraden foljer resultatet for ett allmént omrade.

Ex. 1. Antag att V definieras i cylindriska koordinater av p < 1, —1 < z < 1.
Lat S vara randen till V. Bestim flodesintegralen av vektorfiltet A = 22 genom
S. Normalen &r utatriktad.

Losn. Vi anvander Gauss sats

//ZﬁdS:/// Vodedydz:/// dxdydz = 27 (volymen av V).
s v v

Ex. 2. Bestim flodet av det elektriska filtet A = #/r2 ut genom olika slutna
ytor.



Loésn. For r # 0 har vi att
7 190/,1
R TG

Vi anvander foljande resultat vilket beraknades i foreldsning 5:

‘/z;Z-ms—4w (2)

dar Sg ar sfiren med radien R. Betrakta tva fall.

a). S omsluter ej origo. Om vi betecknar med V' det omrade som S omsluter
s& innehaller V' ej origo och vektorfiltet A fr kontinuerligt deriverbart i V. Sa
Gauss sats kan anvandas:

[ [Aaas= [ [ [ v-aav-o.

b). S omsluter origo. Nu innehaller omradet som omsluts av S origo. I origo
har vektorfiltet en singularitet (ej kontinuerligt). S& Gauss sats kan €] tillaimpas
direkt. Vi gor sa hér istdllet. Lat S. vara en sfir med radien ¢ med centrum
i origo, dér € ar ett litet positivt tal. Vi ska beteckna med V omradet mellan
S och S.. Randen till V bestar av tva ytor S och S.. Vektorfiltet A har inga
singulariteter i V. I uppgiften kriivs att normalen pa S ar utatriktad, sa pa Se
véljer vi normalen till —7. Nu kan Gauss sats anvandas och vi far:

/AZﬁw+/Lz+ﬂ%://AVJWZU

Med hjalp av (2) slutfor vi berdkningen enligt

//Z-ﬁdS:// A-7dS = 4r.
S SE

Ex. 3. (Ytan dr ej sluten.) Berdkna flodet av

A=(1,0,2)
genom halvsfaren
S={(z,y,2): 2>+ (y—1)2+22=1,2>0}
i riktning: n - 2 > 0.
Losn. Observera att S ej ar en sluten yta och att vi endast kan tillimpa

Gauss sats for slutna ytor (dvs ytor som &r rand till ett omrade).
Forst sluter vi ytan S med

Sy ={(z,y,2) : 2>+ (y—1)2 <1,z = 0}.



Da omsluter S och Sy volymen V' dér
V={(y2): 2 +(@y-1)>+2*<1,2>0}

ar ett halvklot. Nu anvander vi Gauss sats:

//9+SIA-ﬁdS:///‘/V-AdV.

Eftersom den utatriktade normalen pa S; ar —Z har vi att

//SZ'MS:/ Slz'édSJr///vv-Zdv.

Det foljer att A-2 = z och da z = 0 pa S; dr den forsta integralen i hogra ledet

e

Volymen av enhetshalvklotet = ? .

Ex. 4. (En lang singularitet (linjekdlla).) Bestam flodesintegralen av vek-
torfiltet A = p/p (den elektriska filtstyrkan kring en likformigt laddad trad)
genom ytan S som ges av z = 22 +y2 —1, 0 < z < 1. Orienteringen viljes enligt
n- 2z <0.

Lo6sn. Har har vi tva svarigheter: faltet har singulariteter langs hela z-axeln
och ytan &r ej sluten. Vi definierar V' i cylindriska koordinater som 1 < p <
Vz+1,0 < z < 1. (Rita omradet!) Randen till V bestar av ytan S, ytan Si:
p=1,0<2z<1,och ytan So: z = 1, 1 < p < /2. Vektorfiltet A har inte
nagon singularitet i V' och vi kan tillampa Gauss sats:

//9+S1+52A-ﬁd5:///vv-AdV. 3)

Nu anvinder vi att V- A = 0 (Kontrollera!) och att de utatriktade (m.a.p. V)
normalerna pa Sy och Sy dr —p respektive 2. Sa (3) medfor

//A ndS = — //Sl - —pdS — //32 - 2dS = //SIdS (4)

Hir anviinds att A ir ortogonal mot 2 pa Sp. Eftersom p = 1 pa S medfor (4)

att
//Z%dS:/ dS = Arean av S; = 2.
S S1

Ex. 5. (Strémning, en tolkning av divergensen.) Lat A vara en stationir
stromning i ett omrade. Vi tar en punkt y och ett klot K. (y) med radie € och
medelpunkt y. Vi antar att € &r ett litet positivt tal. Gauss sats ger

/// V-Zdvz// A 7dS
K. 6K€(y)



dér 0K, (y) ar randen till K, (y). Véansterledet kan approximeras med

(Volymen av K.(y)) x (V- A(y)) = %wasv CA(y) .

Sa

Vi inser att hogerledet kan tolkas som den méngd av mediet som stréommar

i punkten y normerat med volymen av klotet. Sa da kan V - A tolkas som
stromningskalltdthet i punkten y eller som den produktion av det strommande
mediet som sker i punkten y.

1.2 Kontinuitetsekvationen

Betrakta ett strommande medium i ett omrade . Lat ¢(7,t) vara densiteten,
u(7, t) —stromninghastigheten, p(7, t) —produktionen av mediet (i punkten 7 och
vid tid ¢).

Lat V vara ett godtyckligt klot i €2 med randen S. Da kan vi skriva

i /// qdV (6kning av substansen i V)
dt v

= / / / pdV (produktionen av substansen i V')
%
— // qt - ndS (utfléde av substansen i V).
s

Med hjalp av derivation under integraltecken far vi att

I o= o

Vidare ger Gauss sats

/L@ﬂ“://LVMWW.
///x/(%+v'(qﬂ)—p)dvzo

for varje klot V' som ligger i 2. Detta medfor att

Slutligen fas

9q

—+V:.(qu)—p=0.

5 (qu) —p

Den har ekvationen kallas kontinuitetsekvationen. Den ar grundliggande vid
alla studier av stromning. Om densiteten g ar konstant sa far vi att

v.a=2—o.

q



