1 Forelasning 5

1.1 Yta, ytelement, normal, orientering

Parametriserad yta. Vi borjar med ett exempel pa en parametriserad yta: Sfaren
med radien R ges av

T = Rsinf cos o2 + Rsinfsin oy + Rcosz
eller
x = Rsinfcosy, y= Rsinfsiny, z= Rcosf (1)

dar 6 och ¢ ar parametrar med 0 < 0 <7, 0 < p < 27.
Allmént ger en funktion

(u,v) = z(u,v)& + y(u,v)g + 2(u,v)Z

dir (u,v) € Q C R? en parametrisering (eller parameterframstillning) av en yta
i rummet.

En Funktionsyta ges av z = f(x,y), (z,y) € © C RZ Observera att en
funktionsyta ocksa kan betraktas som en parametriserad yta: © = x, y = v,
z = f(x,y) med parameter z,y. Ett exempel: z = 22 + y2, (z,y) € R2. Det &r
en paraboloid.

En Nivdyta ges av ®(x,y,2) = 0. Nagra exempel: 2 + y? + 22 = R>-sfiren
med radien R; 22 + y? = 1-cylinder; z2 + 2y? + 522 = 1-ellipsoid.

Enhetsnormal. Vi ska beteckna ytor med S. I varje punkt pa ytan S finns
det ett tangentplan och en normal. En enhetsnormal ska betecknas med n. I
varje punkt finns det tva enhetsnormaler +n.

Betrakta forst en parametriserad yta S som ges av T = 7(u,v), (u,v) € Q.
Pa samma séitt som for kroklinjiga koordinater kan man inféra u—kurvan (v
betraktas som en konstant) och v—kurvan (u betraktas som en konstant). Genom
varje punkt pa ytan kan man dra u— och v—kurvor. Tangentplanet innehéaller
tangentvektorerna % och % till u—kurvan respektive v—kurvan. Sa en normal
till S ges av

__or _or
"= Bu x v
och enhetsnormalerna &r o
v
or a?‘

o«

_x%

En normal till nivaytan ®(x,y,z) = C ges av n = V®. Enhetsnormalerna
ar
Vo

n==+t——.
ve



Funktionsytan z = f(x,y) kan betraktas som nivaytan ® = z — f(z,y) = 0.
Sa formlerna som géller for nivaytor kan anvéndas och vi far w = (1, — fz, — fy),
dér f, = 0f/0x och f, = 0f/0y. Enhetsnormalerna ges av

f =+ 1 _f:r _fy
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Ytelement. (i) Lat .S vara en parametriserad yta given av 7(u, v), (u,v) € .
Lat oss rdkna ut areaférédndringen av en kvadrat med sidorna u,u + du och
v, v+ dv. Kvadraten avbildas pa en yta som kan approximeras med ett parallel-
logram med sidorna 7(u, v), 7(u + du, v) och 7(u,v),7(u, v+ dv). Arean av detta
parallellogram ges av

(F(u + du, v) — T(u,0)) X (F(u, v + dv) — F(u, v))] = ]% X %‘dudv.
Alltsa fas
_|or
~lou
(ii) Betrakta nu en funktionsyta z = f(z,y), (z,y) € Q. Den kan betraktas

som en parametriserad yta med parametrisering x = x, y = y och z = f(x,y).
Sa

oF
s x %‘dudv

or or | T U 2
S =10 fo|=—fub = fi+ 5,
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Darfor ar

ds =

or  or
R —_— = 2 2
% X 9 dedy = \/1+ fZ + [7dxdy.

(iii) Sfar med radien R. Parametriseringen av sfiren ges av (1). Observera
att parametrarna hir ar € och ¢. Vi har

or  OF A ,
2 70 = hohy|0 x ¢| = R*sind.
Alltsa
dS = R*sin§dfdyp . (2)

(iv) Cylinder med radien R. Parametriseringen av cylindern ges av
r=Rcosyp, y=Rsinp, z=2z,

dar parametrarna ar ¢ och z. Vi har

or or .
% X @ =h¢hz|<p><z‘=R
Saledes finner vi att
dS = Rdpdz .



1.2 Ytintegral

Lat S vara en yta med parametrisering 7 = 7(u, v), (u,v) € €, och lat ® vara
en funktion pa S. Da betecknas ytintegralen av funktionen ® 6ver ytan S med

/ / Bds
s
och den beréknas enligt

_ or or
//Qq)(r(um)) 70 < %‘dudv.

Om S dr en funktionsyta z = f(z,y), (z,y) € Q, fas ytintegralen till

[ [ vds= [ @y s /i+ 2+ fdody.
S Q

Ex. Bestam ytintegralen

/ / 22dS
5

dar S &r sfiren med radien R.

Loésn. Vi anvinder parametriseringen (1) och formeln (2) f6r ytelement. Sa
vi har att

2m ™ ™
/ / 22dS = / / (Rcos0)?R?sin 0dfdp = 27 R* / cos? 0 sin 0d6
s o Jo 0

1 T d 4
= ——27R* —(cos®0)d) = —R*.
3 TR /0 dH(COS ) 3R

Ex. Vid berékning av en ytintegral maste tva saker bestdmmas: Lamplig
parametrisering och ytelementet. I nasta exempel ska vi berdkna arean av ytan:
z=a2+y? 22 +y? > 1.

Lésn. a). Parametrisering: z =z, y =y, 2 = 22 + y?, dir 22 + 9% < 1.

b). Ytelementet ar dS = (/1 + f2 + f2 = \/1 + 42? + 4y?.

Arean berdknas enligt

27 1
/dSz// \/1—|—4x2—|—4y2dxdy:/ / V1+4p?pdpdp .
S r249y2<1 0 0

Har anvéander vi polara koordinater for att berdkna integralen 6ver enhetscirkeln.
Sa
2 [ d

1
Arean = 271'/0 vV 1+ 4p%pdp = 1—7; ; d—p(l +4p?)32dp = %(53/2 —-1).

Flodesintegral. For att definiera flodesintegral behover vi begreppet ori-
entering av en yta. Som vi har sett finns det tva enhetsnormaler till en yta S



i varje punkt. Sa det finns tva mojligheter att vélja ett kontinuerligt vektorfalt
pa S som sammanfaller med en av enhetsnormalerna i varje punkt. Man séger
att ytan har tva orienteringar. En orientering av ytan fas alltsa genom att vélja
ett av dessa tva vektorfalt (av enhetsnormaler). Lat S vara en orienterad yta
med orienteringen 7 och 1at A vara ett vektorfilt pa S. Flodesintegralen av
vektorfiltet A genom ytan S i riktningen 7 definieras som

/Z~ﬁd$.
S

Det finns tre saker att tdnka pa vid berdkning av en flodesintegral: parametris-
ering, ytelement, samt orienteringen (filtet av enhetsnormaler).
Ex. Det elektriska féltet kring punktladdning i origo ges av

E=

ﬁwl >

Berikna flodet av E ut genom en sfir med radien R.
Losn. a) Parametriseringen dr samma som i (1); b) ytelementet ges av (2);
c) enhetsnormalen (ut ur sfiren) ar 7. Sa

2 T
/ E-ndS = / / -FR? sin 0dOdyp = 277/ sin 0dfyp = —27[cos 0] =
0

Ex. Beriikna flodesintegralen av vektorfiltet A = V(%ig) (dipolfaltet)

genom halvsfaren r = R, z > 0. Orientering véljes enligt n.- 2 > 0.
Lo6sn. Parametrisering och ytelement &r samma som i féregaende ex. men
0 <6 < m/2, normalen &r 1 = 7. S&

27
/A AdS = // COSG 7S

/2”/ (2 (50) 1 12(500)

2
= _f | cos9s1n9d0 = —%.



