1 Forelasning 3

Manga fysikaliska problem har nagon slags symmetri. Mest vanligt forekom-
mande ar sfarisk och cylindrisk. Det visar sig att man kan forenkla berdkningar
betydligt om man anvénder sfiriska och/eller cylindriska koordinater.

1.1 Sfariska koordinater

For att infora sfiriska koordinater ar det bekvamt att anta att vi fran borjan
har cartesiska koordinater x,y, z i rummet R3.
Sfariska koordinaterna r, 6 och ¢ definieras som att

r ar avstandet till origo, r > 0,

f ar vinkeln mellan z—axeln och 7, 0 <6 <,
¢ ar vinkeln melan z—axeln och vektorn (x,y,0), 0 < ¢ < 27.

Med hjalp av definitionen kan man visa det foljande sambandet mellan cartesiska
och sfariska koordinaterna:

T =rsinfcosy
y=rsinfsinp
z=rcosf

Koordinatlinjer. Det finns tre sorter av koordinatlinjer:
0=0y ¢=¢o r—kurva (halvlinje),

r=rg, 0 =00 pkurva (cirkel),
r=ry, @ =1y O-kurva (halvcirkel).

Betrakta en punkt P med de sfariska koordinaterna rg, 6y och ¢q. Vi kan dra
r—kurvan, f—kurvan och p-kurvan genom den har punkten. Dessa kurvorna ar
ortogonala mot varandra. Vi rdknar ut tangenterna i punkten 7o, 6y, wo. -
kurvan ges av

x = rsinfy cos g

y = rsinfy sin g

z =1rcos b

och tangenten ar

dr dx dy dz . . .
= <%, a a) = (sin 6y cos @y, sin By sin g, cos by ,
f0—kurvan ges av

T = 1 sin f cos g

Yy = 1o sin 8 sin pg

z =171 cosb



och tangenten &r

dr (dw dy dz) ( 0 O si in 6o)

> =\ =57 5, 5, ) = (o COsS Uy COS ©q, "o COS U S1 Yo, —ToSM Ug) ,

df df’ do’ do

p—kurvan ges av
x = rgsin by cos

Yy = 1o sinfysin @

z = 1o cos by

och tangenten &r
dr de dy d
é = (%, %, é) = (—7¢ sin O sin ey, 1o sin Hy cos vy, 0)
Man kan kontrollera att tangentvektorerna ar ortogonala. Deras langdar beteck-
nas som h,., hg och h, och kallas skalfaktorer. Vi har

dr dr
= sin? @ cos? ¢g + sin? Oy sin? o + cos? hy = 1,

dr dr
dr dr
20 a0 7'(2] cos? B cos? o + rg cos? By sin® g + r% sin? 6, = rg
och o
T dr
70 a5 = 7"3 sin? 6 sin? wo + rg sin? 6 cos? o = 7‘3 sin? 6, .
Y oap
Darfor ar
hy = rosinfy .

hT:17 h9:T07

Normerar vi tangentvektorerna far vi en ON-bas 7, 6 och P

7= hir% = (2—? Z—z, %) = (sin By cos vy, sin By sin @y, cos Hy) ,
A 1 dr de dy dz . .
0= g d6 = (E, d—z, @) = (cos by cos pg, cos Oy sin pg, — sin by)

och

1 dr dy dz . . .
p=——= (—, - —) = (—rgsinf sin @y, ro sin g cos ¢, 0)

he dp  \do dp’ dp
Observera att basen 7, 6 och @ beror pa 6y och . Nu kan man skriva om
vektorfalt i sfariska koordinater.

Ex.1
T =1x& 4+ yj+ 22 = rsinf cos pI + rsinfsin oy + rcos 2 = rr

Gravitationsféltet: B
7

_ P
A=—Cz=-C3

r



Linjeintegral i sfariska koordinater. Man kan anvéanda sfariska koordinater
for att rdkna ut linjeintegralen

/Adr—/A—dt

Vi skriver om vektorfaltet A i sfariska koordinater
A=A+ Agh + Ay
och tangentvektorn:

dr Ordr 0rdf Or dp dr . do - dyo .

—=—— 4+ —=—+ —— =h,— hg—0 + hy,——

it ordt T o0 dt a at = et ey ®
dr do -

_ET+Td_9+r81n9d_

Alltsa

- dr de dy
/LA-dr_/a (A dt—f—Aerd + A, rsinf— )dt

Man antar har att kurvan ar given i sfiariska koordinater som r = r(¢), 8 = 0(t),

v =), t € la,b].

Ex. Lat L vara segmentet mellan (0,0, Rg) och (0,0, R1), och A vara grav-
itationsfiltet —C'Z. Vi parametriserar L i sfiriska koordinater som r(t) =
Ro+t(R1—Rp), 0 =0o0ch ¢ =0, t € [0,1]. Eftersom A, = —C/r? Ag = A, =0
har vi att

1 dr RO 1 1
A.dr=-C| ~Za=—c dt=C— — —
/ " / 2 dt / (Ro +1 R1 Ro))2 (Rl RO)

1.2 Cylindriska koordinater

Cylindriska koordinaterna p, ¢ och z definieras som att
p ar avstandet till z-axeln, p > 0,

@ ar vinkeln melan x—axeln och vektorn (z,y,0), 0< ¢ <27

och z ar samma som i cartesiska koordinater. Med hjalp av definitionen kan man
visa det foljande sambandet mellan cartesiska och cylindriska koordinaternas:

T = pCcosy
y=psing
z=Z

Koordinatlinjer. Det finns tre sorter av koordinatlinjer:

w=1wo z=2z pkurva (halvlinje),



och tangenten &r
dr (dw dy dz

~ \dp’dpdp

i ) = (cos po, sin gy, 0) ,

p=po, z=2z pkurva (cirkel),

och tangenten ar

dr dr dy dz .
% = (%7%7%) :(—PSHUPOvPCOS(POvO)a
pP=po, ©=¢o zkurva (rdt linje, som ar parallell med z-axeln)

och tangenten &r
dr dx dy dz
—=(—-—,—,—) =1(0,0,1).
dz (dz’dz’dz) (0,0,1)
Genom varje punkt gar koordinatlinjer som skér varandra under rat vinkel.
Darfor ar tangentvektorerna ortogonala. Skalfaktorerna ar

dr
hy=|—|=1
P dp
dr
e |2
® dQO P
och .
7
he=| 2| =1.
dz
Nu kan vi fa en ON-bas genom att normera tangentvektorerna:
1dr
P =4y = (s pising.0),
1 dr
= Eé = (—singp, cos ¢, 0)
och | &
T
?=——=1(0,0,1
z hz dZ ( » )
Kontrollera direkt att p, ¢ och 2 ar en ON-bas.

Ex. 1.
T=2T+yy+ 22 =pcose + psinpp + 22 = pp + 22
2. Magnetféltet runt en oéndlig rak ledare langs z-axeln ges av

E* (7yax70) )
$2+y2



Eftersom
—yz + xy = —psin e + pcospy = pY
har vi att
B= 1@.
p
3. Anta att en odndligt lang trad ldngs z axeln har konstant laddningstéthet.
Det elektriska faltet for traden blir

E_ ({L‘7y,0) _l
2 +y? p

5.

Lingeintegral i cylindriska koordinater. Man kan anvénda cylindriska koor-
dinater for att rdkna ut linjeintegralen

b
/Z-d?:/ A- ﬁclzt
I o dt

Vi skriver om vektorfiltet A i cylindriska koordinater
A=A,p+ App+ A2
och tangentvektorn:

dr_ordp  Ordp Ords_, dp.
dt  Opdt Opdt 0Ozdt vt
dpA de . dz

BT TR

dy dz
Ly
TR

alltsa

b
= dp dy dz
/LA-dr—/a (4,22 + 4,00 + At

Man antar hér att kurvan &r given i cylindriska koordinater som p = p(t),
0 =p(t), z=z(t), t € [a,b].



