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22 Vektoranalys och flédesintegraler

22.1 Mera om gradient (V), divergens (V-) och rotation
(Vx)

Notera att ett vektorfilt ir en funktion R® — R? (fetstil F) medan ett skalért
falt &r en funktion R® — R (mager stil f). Vi rekapitulerar fran forra avsnittet
att om f dr ett skaldrt filt s kan gradienten skrivas

grad f=Vf = (f;, f,, f2)-
Om F ér ett vektorfilt F(x,y, z) = (P, Q, R) s dr divergensen

divF=V-F=P, +Q, +R.

och rotationen
1otF = V x F = (R, — Q., P, — R, Q. — P.).

Vi har alltsa tre operationer med symbolen V = (6%, 8%, %), nédmligen V
(grad) V- (div) och VX (rot).

Notera att gradienten verkar pa ett skalidrt filt men ger ett vektorfilt. Di-
vergensen verkar pa ett vektorfilt men ger ett skaldrt filt. Rotationen verkar
pa ett vektorfilt och ger ett vektorfilt. Lat oss definiera C,,(R*) som miingden
av alla vektorfilt Dy — R? som har kontinuerliga partiella derivator upp till
och med n pa nagon 6ppen delmingd Dy C R2. Da kan vi séiga samma sak som
att

V : Cu(R)— Choi(R?)
V- Co(R3? = Ch_1(R)
Vx : Cn(R®) — C,_1(R?).
Exempel 1 (1106) Givet F(z,y, z) = (23 — 4, 3yz,y> + 23) Vilka av foljande
uttryck har mening:

a. grad div rot F b. grad rot divF c. div grad rot F d. div grad div F e. rot
div grad F f. rot rot rot F? Berdkna de som har mening.

Losning: Med nabla (V) kan dessa uttryck skrivas

a. V(V-VXxF)b. V(Vx (V-F))c. V-(V(Vx F))d. V- (V(V-F))e.
Vx(V-(VF))f Vx(Vx(VxF)).

Vi kommer att behova

V-F = V-(@® -9 3yz,y> +2%) =322 + 324+ 322
o, . ) 0 g, ) 0, . 2. O 0
F = (L2 O3 .3y _ 93 3 9 9
V% (ay(y +27) = 5-(3y2), 5o (@7 = y7) — o=y + 27), 5-(3y2) 9
= (3y* —3y,0,2¢%).
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a. Ar V(V -V x F) vildefinierat? Hir éir V x F en vektor s V-V x F
har mening. D& ér V - V x F ett skaldrt filt sa gradienten V fungerar. Detta
uttryck ér vildefinierat. Vi far

V(V-VxF) = V(V-(3y>—3y,0,2y%))
VO+0+0) = (0,0,0).

b. Ar V(V x (V- F)) viilldefinierat? Hir &r (V- F) ett skaliirt filt, men Vx
kan inte verka pa ett sddant, s& detta uttryck ér inte vildefinierat.

c. Ar V. (V(Vx F)) vildefinierat? Hir ar V(Vx F) en gradient av ett
vektorfilt, som inte har mening.

d. Ar V- (V(V- F)) villdefinierat? Ja, hir gar vektorer och skaldrer ihop.
Vi far

V- (V(V-F)) V- V(3z? + 3z 4 32%)

V- (6x,0,3 + 62)
= 6+6=12.

e. Ar V x (V- (VF)) viildefinierat? Nej, for VF har inte mening. Operatorn
V kan bara verka pa ett skalért falt.

f. Ar V x (V x (V x F)) viildefinierat? Ja, rotationen avbildar vektorfilt pa
vektorfilt, s den kan upprepas. Vi paminner: V xF =(R) —Q’, P, - R}, Q' —
P!). Vi far

VXxF = (3y2 - 3ya 0; 2y2)a
VxVxF = Vx(3y*—3y,0,2y°)
= (4y—0,0—-0,0— 6y +3).
Sa
Vx(VxVxF) = Vx(4y—0,0-0,0—6y+3)

= (—6,0,—4).

Svar: a. (0,0,0). b. Nej. c. Nej. d. 12. e. Nej. f. (=6,0, —4).

22.2 Divergens som killstyrka

Varfor dr det rimligt att uppfatta divergensen V - F som killstyrkan av F', alltsa
hur mycket som skapas i punkten (z,y, z), om F tolkas som ett massflode? Detta
var en motivation till Gauss’ sats, om #n satsens bevis var nagot annat. Den
bevisades ju genom att gora itererad integration ett steg i trippelintegralen.



Men om vi tar en liten sfir Sc(a) runt punkten a =(ay, as, as) och studerar det
totala utflodet fran denna sa #r det totala utflodet

/ / FdS.
S:(a)

Enligt Gauss sats dr detta lika med

///V - Fdzdydz,

Kc(a)

om K, (a) dr klotet innanfor ytan S.(a). Men om ¢ #r liten och V - F &r kontin-

uerlig s& har vi
///V -Fdrdydz ~ V - F(a) /// dxdydz.
K (a) K. (a)

Integralkalkylens medelvirdessats sédger att skillnaden mellan hogerled och viin-
sterled gar mot noll da € — 0. Vi har alltsa

/ / F.7ds
V-F(a) T
/// dxdydz
Kc(a)

Hérifran kan vi tolka divergensen V - F(a) som en kéllstyrka. Den é#r alltsé net-

toutflodet / / F-ndS genom ytan (méingden som skapas) per (/) volymsenhet
Se(a)

( / / / dxdydz). Det dr nettoutflodet pa grund av att n dr utatriktad normal.

K (a)
22.3 Losta exempel med flédesintegraler
Exempel 2 (11.7b) Berikna flédesintegralen //Fﬁ dS dir F(z,y,z) = (23 +
v, Y2 + 2,23 +x) och K dr cylindern {x? + y? S§ 1,0 < z < 1} med utdtriktad
normal.

Losning: Vi har tre begriinsningsytor: cylinderns mantelyta, bottenyta och
toppyta. Eftersom féltet #dr deriverbart ¢verallt och ytan &r sluten och med
utatriktad normal kan Gauss sats kan anviindas sa snart vektorfiltets divergens
ar beridknad:

V-F = V-(@®+yy>+2224+1)
322 + 3y% + 322,



S& vi far

// FndS = ///v -Fdzdydz = ///3(:8 + 92 4 2?)dadydz
S \%

\4

1 op2m 1
{cylindriska koord} = / / / 3(r? + 2?)rdrdedz = {¢ och z-integration}
o Jo Jo

rtoor? 1 1
6 3+2 5w
- 6r 20
12 2
Svar: //Fﬁ dSz%’r.

8
Exempel 3 (11.7b) Berdkna flodesintegralen //Fﬁ dS dirF(z,y, z) = (xy,zz,1—
3

2z —yz) och K dr paraboloiden {0 < z <1 — 2% — y?}, med utdtriktad normal.

Losning: Skiirningen mellan paraboloiden och zy-planet ges av 0 = 1 — 22 —
y2, det &r alltsa en cirkel med radie 1.

Paraboloiden 0 < z < 1 — 22 — 2.

Vi har

V- -F(z,y,z) = V-(xy,zz,1—2—yz)
= y+0-1—-y=-1.



Gauss’ sats ger da

//FﬂdS ///V -Fdxdydz = ///(—l)dxdydz
5 v v
1 27 m2+y2
{cylindriska koord.} = — / / ( / dz)rdrdy
o Jo Jo

1 2
—/ / (22 + y*)rdrdyp
o Jo
1 27
= —/ / r3drdp
o Jo
4 T

,
= —QW[Z]}) = -

E.

Svar: // FndS=-

S

NJE]

Exempel 4 Berdikna flidesintegralen //Fﬁ ds dir F(z,y,2) = 7@’;1@ och
Vz2+y?
3

K dr konen /22 + y2 = z < 4, med neddtriktad normal.

Losning: Vi har en kon med hojd 4

4

Observera att flsdet dr uppat ( z-komponenten T > 0) och normalen

nedat s& man kan viinta sig att integralen blir negativ.



Divergensen ér i detta fall

v w2 8 y z 0 =
/$2 +y2 /.’172+y ay /.’172+y2 az /Z'2+y2
Ty 1
= -+
\/ar2+y \/x2+y va? +y?
1

Den é&r inte definierad i origo, s& detta &r en generaliserad ytintegral. Om vi
betecknar konens cirkulira toppyta med Sy = {x? +y? < 4,z = 4} med normal

(0,0,1), S far vi
/ / FidS / / FidS — / / FidS
S S+S1 S1

{Gauss’ sats} /// %dxdydz — // F-ndsS.
S1

Cylindriska koordinater técker volymen med grinserna r < z <4, 0 < ¢ < 27
och 0 <r <4. Vifar

1 4 p2m o4y
/// —dxdydz = / / / —rdrdpdz
r o Jo Jr T

4
= 27r/ (4 —r)dr =2m(16 — 8)
0
= 16m.

Gransovergangen i origo, didr integralen dr generaliserad, vallade inte nagra
problem.
Pa S har vi z = 4, sa vi far med poldra koordinater

//Fﬂds = // 001d:1:dy
s va—i—y

27r
= // —rdrdy = 32m.
o Jo T

//F-ﬁdS = 167 — 327 = —16m.
S
Svar: // F-ndS = —16m.
S

Sa



