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11 Dubbelintegraler: itererad integration och
variabelsubstitution

11.1 Itererad integration — ytterligare exempel

Exempel 1 (907k) Berikna //mdxdy om D begrinsas av y = x2,
D

y=(x—2)2 ochy=(v—4)>2

\
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Omride begrinsat avy = 2%, y = (v — 2)? och y = (v — 4)%.

Lésning: Kurvorna y = 22 och y = (z — 2)? skiir varandra i 2% = (x — 2)2.
Det ger 22 = 2% — 4z + 4, dvs z = 1. Pa liknande sitt skir y = (z — 2)? och
y = (z —4)? varandra i * = 3. S& x ska g& mellan z = 1 och x = 3.

Kurvorna y = 22 och y = (x —4)? skiir varandra i punkten (2, 4). Vi delar da
integrationsomradet i linjen & = 2. Sitt D1 = {1 <z < 2,(x — 2)? <y < 2?}
(véinstra omradet) och Dy = {2 < < 3,(z —2)? < y < (x — 4)?} (hogra
omradet). Vi kan alltsi dela upp integrationen i tva delar

// fz278 dajdy—// fo dxdy+// dxdy



Lat oss integrera 6ver Dq forst.
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Vi far att

/D/(ysc—IQS)dmdy = /D[( i datdy—i—// dxdy

= ——Zln3+11n2+§ln2—zln4+zln3

| = oo =

(1 -1n2).
Svar: (1 —In2).
Exempel 2 (908e) Berikna // | cos(z+y)|drdy om D dr kvadraten {0 < z <
D

m,0<y <7}



Losning: For att lidttare integrera tar vi bort absolutbeloppet. Vi har att
cos(x+y) >0 omx—i—y < Z och om x+y > 3F annats (i D) &r cos(z +y) <0,
saom § <z +y <3z o giiller att | cos(z +y)| = —cos(x—l—y)

Vi klyver omradet i z = /2. Symmetrin ger att

//|cos x +y)|dxdy = 2 // | cos(z + y)|dzdy.

\ dnster

Vi delar Dygpster 1 tva delar: under = +y = 5 och 6ver.

/ |cos(z + y)|dedy = /2 d:r/ (cos(z +y))dzdy
D
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Svar: .

11.2 Metoder for enkelintegraler

For enkelintegraler finns tva huvudmetoder for att bestimma en primitiv funk-
tion: partialintegration och variabelsubstitution. Med analysens huvudsats (in-
tegration dr omvind derivering) kan de tvad metoderna litt hérledas fran de-
rivering av produkt respektive kedjeregeln.



11.2.1 Partialintegration

Vid partialintegration betraktar man integranden som en produkt av tva funk-
tioner f(z)g(x) och far en ny integral med integrand F(z)¢’(z) som ska vara
littare att integrera om det ska vara nagon podng med partialintegrationen.
Hér &r F(z) en primtiviv funktion till f(z) och ¢’(z) derivatan av g(z). Har &r
formeln:

Partialintegration: /f(x)g(x)dac = F(z)g(z) — /F(x)g’(x)d:c.

Man far alltsd en "untintegrerad term" F(z)g(x) ocksd. Som exempel kan en
integral som 23e2? beriiknas genom att partialintegrera tre ganger, och varje
gang integrera faktorn e2* och derivera polynomet som #r en faktor till e2*. Nér
polynomet #r en konstant har vi integranden Ce?® som har primitiv funktion
%62’” , och integrationen ir klar. Att partialintegrera genom att derivera e®
och integrera x® Ar korrekt men poinglost for man kommer inte nirmare en
standardintegral (som [ e**dz). Det finns ménga omskrivningar som ér felfria
men meningslosa.

Integralen f e” cos zdzx kan beriknas genom att partialintegrera tva ganger.
D& aterkommer samma integral i hogerledet med minustecken, varfér den kan
slés ithop med den ursprungliga integralen genom att flytta den till viinsterledet,
och integrationen #r klar.

Annu ett sitt att anviinda partialintegration &r for att beriikna f In xdz. Har
betraktar vi integranden som en produkt genom Inx = 1 -Inx och integrerar

1:an och deriverar Inx. Det ger en litt integral.

Partialintegration dr en integrationformulering av derivering av produkt.
Deriveringa av produkt skriver vi hidr med notation som stdmmer 6verens med
formuleringen av partialintegration ovan (anvind F’(x) = f(z)):

£ F()gle) = f(@)g(x) + F(a)g'(z).

Genom att derivera partialintegrationslikheten fas genast denna formel for de-
rivering av produkt.

11.2.2 Variabelsubstitution
Den andra metoden &r variabelsubstitution, som kommer direkt fran kedjeregeln:

2 Fo@) = Fu@) @)

For att bestdimma primitiv funktion méste substitutionen y(z) vara deriverbar
och inverterbar (i det intervall vi #r intresserade av — oftast récker det med
att det finns nagot intervall, dvs y &r inte konstant). Substitutionen kan som
losningmetod formuleras i tva versioner, som matematiskt ér helt ekvivalenta:



Variabelsubstitution, version 1: /f(x)y'(:lc)dx = /f(y)dy

Variabelsubstitution, version 2: /f(x)dx = /f(y)x’(y)dy
Notera att y'(z)dz = dy och 2'(y)dy = dx. Vi kan anvéinda bada eftersom

y(z) &r inverterbar — &ven x(y) #r vildefinierad. I verison 1 kan man fran borjan
se en inre derivata i integranden, som i integralen

2
/ e” 2xdx

. o . . . . . 2 ..
dir 2z #r derivatan av z2 — alltsa inre derivatan vid derivation av e® . Sétter

man y = 2 fir man da
/6362 2xdxr = /eydy

som #r en standardintegral:
/erQxdx = /eydy —eV+C=¢" +C.
I sista ledet substituerade vi tillbaka x.
I version 2 finns det ingen mdojlighet att se en inre derivata i integranden.

Man far prova en substitution med ledning av integrandens typ och med er-
farenhet av integrationskalkyler. Ett exempel ér

1
=
ex + e—x

Satter man e* = y, alltsd x = Iny, fas hir de = idy, och vi far en standard-

integral:
1 1 1 1
I T VR
e’ +e " y+sy y>+1

standardintegral!} = arctany + C = arctane® + C.
g Yy

11.2.3 Variabelsubstitution i en bestidmd integral

Vid variabelsubstitution i en bestdmd integral transformeras &ven grénserna:

b y(b)
x)dx = 2 (y)dy.
/a f() / ., f @

Variabelsustitutionen z(y) &r inverterbar och deriverbar. Deriverbarheten im-
plicerar kontinuitet, vilket tillsammans med inverterbarhet betyder att funktio-
nen z(y) dr antingen viixande eller avtagande. Om den &dr en avtagande funktion
x(y) giller forstas att a'(y) < 0, och att undre grinsen y~—*(a) > y~1(b), diir



y~1(b) dr ovre grinsen. Vi kan skriva integralen pa si sitt att undre grinsen
#r mindre dn 6vre grinsen genom att byta riktning pa integrationen, vilket ger
ett minustecken. Detta kan flyttas in till 2'(y).

y 1 (b) y(a)
/ [ dy = - / F)a (y)dy
y~1(a) y(b)

y(a)
= [ W )y
y(b)
Eftersom 2’(y) < 0 har vi da —z'(y) = |2'(y)|.
I det andra fallet, nér z(y) dr vixande, dr z’(y) > 0, s da giller z'(y) =
|2’ (y)]. Man kan alltsa skriva variabelsubstitutionen med absolutbelopp:

b max(y(a),y(b))
/ f(z)dz = / F@)le’ ()\dy,

min(y(a),y(b))

och s att den undre gréinsen alltid dr mindre #n den 6vre. Detta passar bra for
dubbelintegraler, ty i dess definition med itererad integration ér bada enkelin-
tegralerna sddana att undre grinsen alltid &r mindre dn den 6vre.

Notera att funktionen |2/ (y)| anger transformationens (fran y till z(y)) lokala
langdforstoring i punkten y. Ty ett litet intervall (y — e,y + €), med lidngd 2¢,
avbildas pa ett intervall (x(y —¢),z(y + €)), vars langd ar |z(y +¢) — x(y —€)|.
Relativa ldangdforstoringen &r alltsa

lz(y +¢) —z(y —9)|-
2¢ ’

som dr mycket ndra |z'(y)| om e &r tillesickligt litet, enligt definitionen pa
derivata och deriverbarhet for z(y).

11.3 Dubbelintegraler

For att berdkna en dubbelintegral finns det ocksa tva huvudmetoder: itererad
integration och variabelsubstitution. Itererad integration ger som vi sett tva
enkelintegraler, dir alla metoder for enkelintegraler givetvis kan anviindas. Det
finns for dubbelintegraler inte nagon motsvarighet till partialintegration. Dére-
mot finns en genuint tvadimensionell variabelsubstitution.

Om (x(s,t),y(s,t)) dr en inverterbar avbildning s& dr dess jacobian foljande
matris av forstaderivator, som vi har (minst) tre skrivséitt for:

o oxy\ _ L 0@y)
<yg y;> B TP T(58).

Determinanten av jacobianen kallas funktionaldeterminanten:

’ ’
’ 1
yS ysa/

och beskriver den lokala ytforstoringen.




Sats 3 Antag att (z(s,t),y(s,t)) dr en inverterbar avbildning fran integrationsom-
radet D till ett omrade E. Da gdller

[[ sty = [ s, 06001005, 01dsar

Vi far i integranden absolutbeloppet av den lokala ytforstoringen (|J(s,t)|),
pa liknande séitt som vi for en enkelintegral fick absolutbeloppet av den lokala
lingdforstoringen som en faktor i integranden.

Bevis: En term i en Riemannsumma &r rétblockvolymen
f(@i, y;) A(@i, Ti1, Y5, Yj+1)-

Hér sir A(x;, 4195, Y;+1) arean av rektangeln med horn i (x4, y5), (@4, Yj+1), (Tit1, Yj+1)

och (z;41,y;). Betrakta en variabelsubstitution (s,t) — (z(s,t),y(s,t)), eller

(z,y) — (s(z,y),t(x,t)) som dr en inverterbar avbildning utom pa en nollméngd.

Punkterna (z;,9;), (i, Yj+1), (Tit1,Yj+1) och (Tiy1,y1) svarar mot (s;,t5), (sistj41), (Sit1,tj41)
och (S;41,t;), som har area A(s;, s;4+1tj,t;41). Det &r klart att

A(xi, i1y, Yj+1) 7 A(Siy Siv1,tj tiv1)

i allméinhet, avbildningen kan till stor del #ndra volymen. Men eftersom den

lokala ytforstoringen #r \%(("th’)) [, s& kan man vinta sig att

o))

(z,9)
Az, Tig1Yj, Yj+1) =~ | 305 0) |A(s4, Sit1,t5,t541),

med storre 6verensstimmelse ju finare indelningen dr, om f #r integrerbar.
I motsvarande punkt har givetvis f samma virde:

f(@isyy) = [(x(si,t5),y(si,5))-

Vi betecknar f(z(s;,t;),y(si,t;)) kortare med f(s;,t;). Multiplicera med det
lokala virdet av f, s& far vi

d(x,y
F(@i,yi))A(ws, 2oy, Yj+1) = f(Si,tj)|ﬁ|A(Siy Siy1, b, tjp1)-

Om vi nu summerar over D respektive F sa fas Riemannsummor som kon-
vergerar mot pastaendet i satsen.

Den viktigaste variabelsubstitutionen ér polédra koordinater:

{ x = 17cosb

y=rsinf



Dess funktionaldeterminant ér litt att berdkna:

| Iz, y) |
a(r,0)

cosf —rsinf
sinf rcos@

= cosfrcosf — (—rsinf)sind
= 7(cos’f +sin?6) =r.
Detta betyder att
dxdy = rdrdf

vid en variabelsubstitution. Detta ér likheten

o(zx,y
A(@i, Tit1Ys, Yje1) = | 8((3 t)) |A(ri, mig1,05,0541)

ovan, nér vi later indelningens finhet ga mot noll.
Nir dr polira koordinater lamplig? Som for alla variabelsubstitutioner beror
detta pa tva faktorer: integranden och omradet.

1. Variabelsubstitutionen forenklar integranden. For poldra koordinater blir

den ofta enklare om den exempelvis innehaller z2 + y2, som ju &r r2.

2. Variabelsubstitutionen férenklar integrationsomradet. S& ér fallet om det
bestar av koordinatkurvor fér substitutionen, ndmligen kurvor av typen
s = konstant och ¢t = konstant.

For polédra koordinater ér koordintatkurvorna som féljer:

y 4T y a7

4= 4=

r = konstant — cirklar runt origo r = konstant — stralar fran origo

Exempel 4 (919a) Berikna //\/$2+y2dacdy dir D = {2 +y* < 1,z >
D

0,y > 0}.



Lo6sning: Hir dr polédra koordinater mycket lampliga, ty omradet begrinsas

av koordinatkurvor och integranden blir

Va2 + y2dxdy = rrdrdd = r2drdd.

05T

-1
Integrationsomradet D.

Begrinsningskurvorna transformeras som foljer: 22 +y?> <1l gerr <1, 2 >0

ger 0 > 0ochy>0gerf <
// Va2 +y2dady = // r2drdf
D {0<r<1,0<6<
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Svar: / Va? +y2dedy = .
D

Exempel 5 (920a) Berdkna / dedy dir D ={0 <z +4+y <2,—-1<

Tty

24x—y

x—y <1}
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05T

1

Integrationsomradet D begrénsas av rita linjer.

Lo6sning: Hir kan substitutionen

u=x+Yy
v=x—Y

forenkla bade integrand och omréde. Vi far ndmligen

rT+y U
24—y 240

och omraddet £ = D = {0 < u < 2,—1 < v < 1}. Vi far konstanta griinser,
vilket #dr de enklaste grinser vi kan ha i en dubbelintegral.
Men vad #r funktionaldeterminanten g(Z—’yU;? I detta fall gavs u och v i termer

av x och y, i t.ex. fallet polidra koordinater var det tviirtom. Men

Gt = ;1) =2

A(x,y) 1
och
O(u,v) | ggz“;g | 2

(Man kan ocksa i detta fall litt 16sa ut = och y som funktioner av u och v.
x=(u+v)/2
Det ger .
eyl
Sa vi far integralen

10



2 1
//$—+ydxdy = // Y dudv
24x—y 0o J_12+w
D
2 1
1
/udu/ dv
0 124w
u?]?
= 5] mear,
2 ]o

= 2(In3—-1Inl)=2In3.

Svar:/ %dmdy:ﬂn&
D

Vi har i tva problem fatt en produkt av enkelintegraler. Det gar bra om inte-
granden dr en produkt av tva funktioner vilka dr beroende av den ena variabeln
enbart (f(x,y) = h(z) - g(y)), och grénserna &r konstanta.

Sats 6 Om f(x,y) = h(z)g(y) och D ={a <z <bc<y<d}, sd

|| r sty = | ey / " gtw)dy.

Beuvis: Vi far

// fz,y)dxdy = /ab(/cd h(z)g(y)dz)dy = {g(y) &r en konstant
D

b d d
i z-integrationen} = / g(y)(/ h(z)dx)dy = {/ h(z)dx &r en konstant
d

b
i y-integrationen} = /h(x)dw/ 9(y)dy.

Beviset bygger alltsa pa rikneregeln

/cf(x)d:r:c/f(:c)dz

Exempel 7 (921r) Berikna //(x4 —yHdxdy dir D ={0 < a2? —y?2 <1,2<
D

for enkelintegraler.

% + 9% <3}

11



Lésning: Notera att 2% —y* = (22 —y?)(2% + y?) enligt konjugeringsregeln,
och omradet ocksa begriinsas av kurvorna xz? — y? = konstant och 22 + 3% =
konstant. Omréadet &r mellan tva cirkelbagar med radier v/2 och v/3, och mellan
y = +x och hyperbeln y = +v/z2 — 1.

Integrationsomradet D bestor av fyra delar.

Vi far fyra bitar som svarar mot de fyra mgjliga teckenédndringarna i en punkt
(x,7). Men integranden z* — y* #r okiinslig for tecken, sa vi far 4 ganger inte-
gralen over en bit. Vi far da

//(ac4 —yHdady = 4//(334 —ydady

dir Dy ={0<2?-9y?<1,2<2?+9y? < 3,2 >0,y >0}

1757

05 . . . . . |
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Integrationsomradet D;.
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S&tt nu

u= a2+ y?
v=ua?—1y>?
Vi far O(u.v)
w,v), 2z 2y | _ B _
|5‘(:r,y)|_ 9 Qy‘ = —4xy — 4oy = —8xy.
Men
u2 _ 1}2 — (.’E2 4 y2)2 _ ($2 _ y2)2
= dz?y?

S& 8xy = 4v/u? — v2, och

|8(x,y)| 1 1
O(u,v) |—gg’;:zg| 4uZ =2

Saledes ar

dxdy = ;dudv
dvu? —v?

och 2% —y* = (22 — y?)(2% + y?) = wv. Vi far

/D / (x* — y*)dzdy

1
1
UV —F—=
/0 4vu

Il
iy
Nw

1
= —5[8% —27-3% +§]

= —(19+16V2 - 3V3).

| =

Svar: //(x4 —yh)dady = £(19+16v2 — 3V/3).

D
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