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20 Integralkalkyl i R

VI kommer hérnést att studera integraler av tredimensionella vektorfalt: F(z,y, z) =
(P(x,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, z)). Vi generaliserar kurvintegraler och Greens formel
fran R? till R3. Vi kommer att studera tva typer av integraler pa R?, som i viss
man motsvarar kurvintegraler i planet.

Den ena #r kurvintegraler i R3. Om kurvan #r sluten och vektorfiltet sn:llt
sa kan en sadan kurvintegral omvandlas till en ytintegral pa en yta vars kant
ar kurvan. Detta ér Stokes sats, som alltsé ér en ganska direkt tredimensionell
motsvarighet till Greens formel i planet. I det fall vektorfiltet ér konservativt
kan en saddan kurvintegral beriknas mycket enkelt om dess potential &ér kidnd
(U (slutpunkt) — U (startpunkt)), just som i R2.

Den andra typen ér en integral av en funktion ¢ver alla punkter som ligger pa
en yta i R3. Sadana integraler kallas ytintegraler. Hir ir vi intresserade av en
vektorfiltets komponent vinkelrédtt mot ytan, inte tangentiellt. Denna speciella
typ av ytintegral kallas en flédesintegral. Summeras vektorfiiltets vinkelriita
komponent 6ver ytan kan den beriiknas som en dubbelintegral. Ar ytan sluten
och vektorfiltet snillt kan denna ytintegral omvandlas till en trippelintegral
over volymen. Det éir Gauss sats. For denna integral finns ingen motsvarighet
till potentialmetoden. Vi borjar att studera denna senare typ.

20.1 Flodesintegraler

Vi studerar hir vektorfilt fran R3 till R3, som kan betecknas med F(z,y, 2),

med de tre komponenterna P, @ och R, alltsa F(z,y, z) = (P(z,vy, 2), Q(z,y, z), R(z, y, x)).
Vi ska studera filtet inte i hela R? utan pa en regulir yta i R, som ges av en
parametrisering med tva variabler r(u,v), ty en yta har tvd dimensioner (en

kurva &r endimensionell och har ju en parameter).

20.1.1 Normalriktning till en yta

Vi betraktar en reguljéir yta r(u,v), dvs

som ocksd kan skrivas r(u,v) = (z(u,v).y(u,v), z(u,v)). Parametrarna v och v
tillhor méngden D = {a < u < b,c < v < d} (en rektangel i uv-planet).

I varje punkt av ytan finns det en normerad normalriktning 7. "Normerad"
betyder att den har lingd 1, dvs |n| = 1, "normal" att den &r vinkelréit mot
ytan. Normalriktningen beror givetvis pa punkten, den &r funktion av x, y och
z, dvs n = n(x,y, z). Vi vet redan att r), X r/ &r en normal till ytan i punkten



r(u,v), dock kanske inte normerad. Normerar vi den har vi alltsd en normerad
normal: , ,
5 T X r, .
LA A
Vi vill att normalen beror kontinuerligt p&4 punkten pa ytan. Saledes: nir vi
rubbar punkten ska normalen #ndras kontinuerligt (inte plotsligt mycket p& en

gang). S& dr det om ytan dr regulér, dvs r(u,v) har kontinuerliga derivator.

20.1.2 Orienterade ytor

Vi vill ocksd att avbildningen (u,v) — 7 ska vara en funktion. Det kréiver att
ytan dr orienterbar. Definition av detta begrepp ér just att denna avbildning
ar en funktion. Det betyder geometriskt att ytan har tva sidor.

Ett exempel pa en reguljir kurva som inte &r orienterbar ér ett Mobiusband.
Tag en pappersremsa och tejpa ihop den till en ring, men viind foérst ena énden
ett halvt varv. Denna yta har bara en sida. Prova att mala ena sidan réd. Da
kommer man att komma &ver till motsatta sidan sa "bada" sidorna blir réda —
den har bara en sida. Hér dr inte avbildningen (u,v) — 7 en funktion ty gar
vi runt ett varv till samma punkt si far avbildningen 7 motsatt riktning. Det
betyder att avbildningen (u,v) — 7 inte dr vildefinierad.

En orienterbar yta dr dessutom orienterad nir vi bestdmt oss for vilken
sida normalvektorn pekar at. Da kan vi tala om en utsida, som dr den riktning
normalen pekar at, och en insida, som &r den andra.

20.1.3 Slutna ytor

En kropp ir en begrinsad mingd i R? med positiv volym ( / / / dxdydz > 0).
K

Vanligen begrinsas en kropp av reguljira ytor. En sluten yta i R? &r en yta
som dr begrinsningsyta for en kropp. Det ér en yta som inte har nagon kant.
Ett exempel #r en sfar ({22 + y? + 22 = 1}). En halvsfir (ex.: {22 + 9% + 2% =
1,z > 0}) #r inte nagon sluten yta ty den har en kant ({22 + 4% = 1,2z = 0}),
som #r cirkelformad. Om vi ldgger till bottenyta till sfiren far vi en sluten yta
{22+ y?+22=1,2>0 U {2+ 92 < 1,2 =0}).
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En sfir — en sluten yta. En halvsfir dr inte sluten. Den har kant.

Pa liknande sétt dr en 6ppen cylinder inte sluten, men med dndytor dr den
sluten. En flaska utan kapsyl ér inte sluten, men med kapsyl dr den sluten.
En sluten yta som innehaller en vitska sldpper inte ut den hur den &én vrids i
rummet. Det gor inte en yta som inte &r sluten. Slutenhet ér ett grundléiggande
och naturligt geometriskt begrepp.

En annan definition av sluten yta #r att den delar rummet i tva delar, pa
sé& sétt att om tva punkter pa var sida av ytan forbinds med en kurva sa mdste
kurvan skéra ytan nagonstans. Ar den inte sluten sa finns det alltid nagon kurva
mellan tva punkter som inte skir ytan.

"Sluten yta" dr ett begrepp som #r analogt med "sluten kurva" i planet.
Analogt med att ligga till kurvdelar s& att en kurva blir sluten, kan man ligga
till ytstycken sa att en yta blir sluten.

20.1.4 Vektorfilt och fléden

Ett fléde, av viitska, gas, elektoner eller annat, kan beskrivas med ett vektorfilt:
F(x,y,2) = (P(x,y,2),Q(z,y,2), R(z,y,z)). Da anger virdet F i en punkt
(z,y, ) hastighetsvektorn for en partikel i punkten. Vi kommer att studera hur
mycket flode som sker genom en yta. D& bidrar ett flode som sker parallellt med
ytan inte alls till flodet genom ytan. Flodets komponent vinkelrdtt mot ytan dr
den del av flodet som vi dr intresserade av, och storleken av denna vinkelrita
komponent dr F-n. Hér ér 7 en normerad vektor vinkelrdt mot ytan. Allt detta
intraffar i en viss punkt (z, y, z) pa ytan. Nér vi ldgger ihop flodet i alla punkter
far vi en intergral.
Vi har sett att arean av en buktig yta &r

// |r!, x v/ |dudv
D

dir D = {a < u < b,e < v < d} ér de tillitna parametervirdena for den
reguljira ytan (for en sfir, exempelvis, har vi {0 <0 < 7,0 < ¢ < 27}). Arean
av ett ytelement #r séledes |r/, x r]|dudv, si totala fodet genom detta element



ar
F-n|r, x r)|dudv.
~ e —_—

fisde area
Men eftersom , ,
Ty X1y
"= |r!, x 1! |
u v
far vi flodet
r, Xrl

) T r:’| vy, X 1} |dudv,
u v

dér vi kan forkorta bort |r), x r/|. Det ger flodet
F- (v}, x rl) dudv,

och summerar vi 6ver hela ytan D har vi

//F - (ry, X 1) dudv.
b

Definition 1 Flddesintegralen av vektorfiltet F over den orienterade ytan
r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), dir (u,v) € D ={a <u <bec<v<d}, dr

integralen
//F (vl x %) dudv.
D

Liksom en kurvintegral kan en ytintegral skrivas pa flera olika sétt. I skrivsét-

tet
//F~(r;><r(,) dudv://F-ﬁdS
D 5

dr S ytan utan parameterframstéllning. Notera att D ér ett omrade i parame-
terplanet (u,v), omradet D hor ihop med parameterframstéllningen. Vidare &r
n en normerad normal vektor, och dS #r ytelementet. P& grund av likheten

~ r/, xr!

n = —+—= se ovanstaende kalkyl, maste ytelementet vara

e
1 ’
dS=|r;, X r,|dudv.

Ibland bakas &ven normalriktningen in i dS, vilket ger dS, som #r ett "vektor-
dS". Da har vi
dS =r/, x r! dudv.

Det ger de tre skrivsitten for en flddesintegral:

/D/F-(r;xri,) dudv://F-ﬁdS://F-dS.

S S



Observera att efter insédttning av en parameterframstillning for ytan &r in-
tegralen en ordindr dubbelintegral &ver u och v pa ett rektangulirt integra-
tionsomrade. Om inte ytan skulle vara orienterad skulle den vara obestdmd
med avseende pa tecken, ty om vi byter parameterframstéllning sa vi byter fran
7 till —7 s& byter integralen tecken.

Vi har beskrivit flodesintegralen i termer av ett massflode F, men denna
definition dr en matematisk definition och séledes oberoende av om de ingaende
funktionerna representerar massfloden eller nagot annat.Som némnts i defini-
tionen kallas den ocksa ofta ytintegral.

20.1.5 Jamforelse med kurvintegraler

Detta kan jimforas med de tre séitten att skriva en kurvintegral,

[ rea= | " F(a(t), y(t), () (1)t = [ Pl + Qe

Det mittersta skrivséttet dr hér definitionen av kurvintegral. Dér &r en parame-
terframstéllning av I" given, som ger en ordinéir enkelintegral att beriikna. Det
hogra &ér praktiskt for didr anges vektorfiltet pa ett enkelt sédtt. Det vinstra dr
kortast och praktiskt om man ldgger till och drar ifran kurvdelar.

Vi har tva ytterligerare metoder att berdkna en kurvintegral. Om kurvan
dr sluten och F viildefinierat overallt innanfér omradet sa kan Greens formel
anvindas. Om filtet F &r konservativt har det en potential, och integralen kan
bersiknas genom att beriikna denna potential ( U(slutpunkt) — U (startpunkt)).

For en ytintegal finns det en analogi till Greens formel, som vi kommer till
i nésta avsnitt. Motsvarigheten kallas Gauss sats eller divergenssatsen.

20.1.6 Yta som ir en graf

Om ytan &dr en graf z = f(x,y) har vi den naturliga parameterframstéllningen
(z,y, f(x,y)), ty vi kan da anviinda = och y som parametrar. Vi har i samband
med arean av en buktig yta beriknat r} xry i detta fall:

v, X1y, =(—fz, = f,1).
Den naturliga parameterframstéllningen ger tydligen en uppéatriktad normal pa
ytan, eftersom z-komponenten av normalen r) xrj &r 1.
Med F(z,y, 2) = (P(z,y,2), Q(z,y, 2), R(z,y, z)) blir d& ytintegralens skalér-
podukt
/ r / /
F'I‘mXI'y - (P’Q)R>(_fxﬁ_fy]‘)
= -Pf-Qf,+R

D4 har vi saledes, med inséttning av z = f(x,y) som giiller p& ytan:

/ / F.dS = / / (=P, 5, £ (2 9) fo— Q@ y. f@,9)) f - Rz, y, f (. 9)))dady.
S D



Detta dr en form av ytintegralen som kan anviindas néir ytan dr en funktionsgraf,
och da ytans normalriktning &r i positiv z-led.

20.2 Flodesintegraler — 16sta exempel

Exempel 2 (1101d) Bestim flodesintegralen till vektorfiltet F(x,y, z) = (z,y, 2y+
2z) over den del av ytan z = xy som svarar mot 0 < z < 1 och 0 < y < 1.
Ytans orientering bestdms av att normalen har positiv z-komponent.

Lésning: Har dr ytan en graf f(z,y) = ay, sd vi har en naturlig parame-
terframstéllning for ytan: (x,y,zy), med 0 <z <loch 0 <y <1.

Ytan (z,y,2y),da0 <2 <1,0<y <1

Inséttning av z = xy, som giller pa ytan, ger vektorfiltets virden F(z,y, zy) =
(z,y,2y + 2xy) just pa ytan. Vi har ocksa f; =y och f; = x. Sa:

/S/F~dS

/D [-Pr.- Qi+ Rydady

= //(f:c-yfy-x+2y+2:ry)dxdy

D
1ol y?

= //2yd:ndy:2-1[—](1):1.
o Jo 2

Svar: //F-dSzl.

S

Exempel 3 (1102b) Bestim ytintegralen till vektorfiltet ¥ (z,y,z) = (x,0,0)
ut ur halvklotet x® +y? + 2% <1, 2 > 0.

Losning: Ytan S dr hiir halvklotets yta, dvs den buktiga ytan S; 22 +y2 +
22 =1, z > 0 tillsammans med den plana ytan S, z > 0, 22 +y2 < 1.



Ytan S;. Ytan Ss.

/S/F-dS://F-dS—i—//F-dS,

S1 Sa

Vi har alltsa

analogt med hur vi kunde dela upp kurvintegraler i olika integraler for olika
kurvstycken.
Pa Sy har vi en parametrisering med sfiiriska koordinater med r = 1. Dvs

T = cos @sinf
y = sinsin 0
z = cosf.

Volymelementet med sfiriska koordinater dr 72 sin dfdyp, sa med r = 1 far
vi ytelementet dS = sin fdfdy (faktorn sin ¢ kan ocksé beriknas med [r), x ry|).
Normerad normalriktning i en punkt pa en sfirisk yta ér en riktning fran origo
med ldngden 1. Det betyder att n d&r samma vektor som ortsvektorn till en
punkt pa ytan:
n = (cos psin @, sin g sin b, cos 9).



Ortsvektor till (z,y, z). Normal i (z,v, 2) — samma vektor!

Vektorfiltet F(z,y, z) = (x,0,0) tar pa denna yta viirdena F = (cos ¢ sin 6,0, 0)
(insdttning av & = cos ¢ sin f). Eftersom vi har ett halvklot har 6 &vre griansen
5. Vi far da

N
F n ds

z 21

//F-ﬁdS = /2/ (cospsind, 0,0) - (cos ¢ sin b, sin @ sin 4, cos 0)sin OdOdp
0o Jo

S1

z 2m
= / ’ / cos? ¢ sin? @ sin Adfdy = {en vanlig dubbelintegral}
o Jo

z 2
{trig. formler} = /2 (1 — cos? ) sin 9d9/ %(1 + cos 2¢)dp
0 0

N =

1 ks 1
= —[-cosf+ 3 cos® 0]¢ [p + 3 sin 2¢)3"

1 1 o
S041—=)2r ="
g0+ 1-3)2r ==

Vi beréknar hérnést kurvintegralen 6ver Se. Hér har vi normal —z = (0,0, —1).
Minustecknet pa grund av att normalen ska vara utatriktad fran halvklotets inre.
P& denna del av begrinsningsytan betyder det en nedatriktad normal. Detta &r
denna ytas orientering.

En parametrisering av cirkeln har vi i polidra koordinater och z = 0, dvs
(rcosf,rsin@,0). Vektorfiiltet i dessa punkter &r

F(:L.’ y? Z) = (m’()? 0)
{sétt in parametriseringen} = (rcos6,0,0).
Sa
Fn = (rcos6,0,0)-(0,0,—1)
= 0.



Hér har filtet (r cos6,0,0) endast en komponent i z-riktningen, som &r or-
togonal mot ytans normalriktning (0,0, —1). D& har vi inget fléde genom ytan,
vilket motsvaras av att integranden F-n &r noll. Alltsa:

//F~dS:0.
Sa

Det ger

/S/F~dS - /Sl/F-dSJr/SZFdS

T 2
= e O:—,
3 + 3

Svar: //F~dS :%’r.

S

Exempel 4 (1101e) Bestim ytintegralen till vektorfiltet F(x,y, z) =grad: genom

ytan S given av 2 +y? + 22 = 25, z > 4, med normal som bildar spetsig vinkel
med z-azeln.

Losning: Sitter vi in z = 4 i ekvationen far vi skirningskurvan mellan de
tva ytorna.

Planet z = 4 och kalotten som &r ytan S.

Det ar 22 + y? + 42 = 25, dvs 2% +y? = 9.
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Vi har en 3,4, 5 -triangel i skiirningen med yz-planet.

Da kan ytan beskrivas med poldra koordinater, med stérsta 6-vinkel arctan %.
Polédra koordinater ger héir (5cos psinf,5sin ¢ sin 6, 5cos ), ty radien &r 5.
Vi har

1 0 1 0 1 0 1
grad— = (=— - )
r Oz \fa2 +y2 + 22 Oy \/a2 +y2 + 22 0z /22 + y2 + 22
1 2z
= (—=———,...) ={p.s.s. iyoch z
S rp ) T pes dyochal
x y 2

Y Y

Al @it Al @il

P& ytan har vi 22432+ 22 = 25, sa (22 +y2+22)% = (25)3 = /25" = 53 = 125.
y y y

Pa ytan har da vektorfiltet viirdena

(x7 y’ Z)
125
(5cos psin b, 5sin psin b, 5 cos )
125

1
grad— = —
,

= ——(cospsinf,sinpsinf, cosh).
25 ‘"7 7

Skaldrprodukten i flodesintegralen &r da

1
fg(cos psinf,sin psinf, cosd) - (cos @ sin @, sin p sin 6, cos H)

L
25°

Normerad normal i punkten (5 cos ¢ sin 6, 5 sin ¢ sin 6, 5 cos ) ér (cos ¢ sin 6, sin @ sin 6, cos 6),

10



och ytelementet dr dS = 25sin 0dfdyp, ty r = 5. Sa flodesintegralen &r

//F-dS = //(—%5)25sin9dg0d0
S 5

2m
= [cos G}SrCtan% / df = 27 (cos(arctan %) -1
0

|
N

3
—

|

|
Z

|

|

3 4
{ cos(arctan Z) Hr 5}

Har &r arctan% vinkeln i en rédtvinklig triangel med katetrar 3 och 4. Da é&r

hypotenusan 5, s& cosinus for vinkeln &r %. Saledes: cos(arctan ) = =

5
Svar: //F-dS: —%’T.
S
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