P Potensserier

(o)
Med en potensserie menar vi en serie av typen E cpa™, dar cp,c1,Ca, ... dr givna (reella eller
n=0
komplexa) konstanter, s.k. koefficienter, och dér x dr en (reell eller komplex) variabel. Fér varje
enskilt virde pa x far vi en numerisk serie, som kan vara konvergent eller divergent.

P.1. Sats (Existens av och berdkning av konvergensradie). Till varje potensserie

o
§ Cnxn
n=0

finns ett entydigt bestimt R, 0 < R < 0, kallat konvergensradie, sadant att

- n o { absolutkonvergent om |z| < R
> o

divergent om |x| > R
n=0

Om lim {/|cy| existerar, sa siger det s.k. rotkriteriet att
n—oo

e 1
nh_)rr;o len| = i (P.1)
Om lim |41 existerar, sa siger det s.k. kvotkriteriet att
n—oo Cp,
. Cn41 1
lim |—| = —=. P.2
n—oo Cn R ( )

Om nagot av dessa grinsvirden dr 0 eller oo ska det tolkas som att R = 0o respektive R = 0.

Bevis av Sats P.1 i ett specialfall. Vi ska hér visa specialfallet att om lim 3/|c.| existerar, sa finns R

med de 6nskade egenskaperna och sambandet (P.1) giiller; det allménna fallet utelimnas.
Antag att G = lim }/|c,| existerar, och att 0 < G < co. Vilj (ett mindre tal) M och (ett storre tal)

S sadana att 0 < M < G < S < co. D4 finns ett heltal N (som beror pa M och S) sadant att
M < ¥en| <8, dvs. M"<lc,| <S", forallan> N. (P.3)
For fixt  med |z| = r géller dérfor
(Mr)" <lenx™| < (Sr)" for allan > N.
Om nu Mr > 1 far vi alltsa att talféljden {c,z" }a—n dr obegrinsad, sa potensserien dr divergent; om &
= = SryN
andra sidan Sr < 1 dr Z lena™| < Z(Sr)" = f —)ST

n=N n=N
Alltsa, for varje par av tal M och S med 0 < M < G < S < oo giller att potensserien

, och ddrmed &r potensserien absolutkonvergent.

ic . absolutkonvergent om |z| < 1/5
" divergent om |x| > 1/M

n=0

Men om |z| < 1/G finns S med |z| < 1/S < 1/G, och om |z| > 1/G finns M med |z| > 1/M > 1/G, och
darfor giller att

= n . absolutkonvergent om |z| < 1/G
g ez & .
divergent om |z| > 1/G

n=0



och didrmed uppfyller R = 1/G egenskaperna i satsen.

Om G = 0 kan vi hitta S (men inte M), och potensserien dr absolutkonvergent nir |z| < 1/5, men
eftersom S > 0 kan goras hur liten som helst dr potenssserien alltsa absolutkonvergent for alla x.

Om G = oo kan vi hitta M (men inte S), och potensserien #r divergent nir |z| > 1/M, men eftersom
M < oo kan goras hur stor som helst dr potenssserien alltsa divergent for alla z # 0. O

P.2. Anmirkning. Variabeln z kan mycket vil vara komplex, dirav namnet konvergensradie.

P.3. Anmairkning. I sjilva verket kan vart resonemang i beviset genomforas oférindrat om vi i (P.3)
endast kriver att olikheten M < 3/|cn| ska gilla for odndligt manga n > N (till skillnad fran alla n > N).

Detta dr samma sak som att sidga att limsup y/|c.| = G (till skillnad fran lim 3/|cn| = G), dér lim sup,
n—oo n—00

limes superior, dvre gransvirdet, dr det storsta mojliga gransvirdet av nagon delféljd. Detta grinsvirde
existerar alltid, och R = 1/G, alltid.

Observera att satsen inte séiger nagot om konvergensen da |x| = R. I sjilva verket kan allt

hénda; se Exempel P.4 nedan. I tillimpningarna &r de reella randpunkterna x = £R dock séllan
av intresse. (I komplex analys dr dock det samlade beteendet 6ver hela randcirkeln intressant.)
P.4. Exempel. De tre potensserierna
x) = Zx”, s1(x) = Z ? och so(z) = Z 2
n=1 n=1 n=1
har alla konvergensradie R = 1, vilket enklast ses med kvotkriteriet; t.ex. far vi for s,
1
5 (14 1)2 R

n2

Cn+1
Cn

Alltsa &r serierna absolutkonvergenta for || < 1 och divergenta for |z| > 1. Om 2 = +1 intréffar
olika saker: serie sg ér divergent i bada punkterna, serie so dr (absolut)konvergent i bada, medan
serie s1 #r divergent i £ = 1 men konvergent (dock ej absolutkonvergent) i x = —1. [l

P.5. Exempel. For att underscka om den positiva serien
o0 7L2
1
S (1 ¥ ) g
n="7 n

dr konvergent kan vi bestimma konvergensradien R for potensserien

2
oo 1 n "
;(1—1—”) x

och sedan se efter om & = 1/2 ligger innanfér eller utanfor. Rotkriteriet verkar enklast att anvéinda

i detta fall:
. 1\ 1\" In(1+ L
’<1+n) :<1+n> :exp<(1”))—>exp1:e da n — oo,

sa R =1/e, och eftersom 1/2 > 1/e &r serien divergent. [l

P.6. Exempel. For att bestdmma konvergensradien for potensserien Z 22" kan vi istillet

n2
|
o (2n)!

t", dir t = 2. Kvotkriteriet ger for t-serien

(2n)!

(122! 41\ 1-2-...-2n
 n2(2(n+1))! ( n ) 1-2 2n-(2n+1)- (2n+2)
(1+3)?

= —0 dan— oo,
22+ D21 -

oo
betrakta potensserien Z
n=0

Cn+1
Cn




sa R = 0o, d.v.s. t-serien dr konvergent for alla ¢, och ddrmed &r den ursprungliga x-serien kon-
vergent for alla x. [l

Att multiplicera och/eller dividera en potensseries koefficienter med polynom paverkar inte
konvergensradien, vilket beror pa att lim 3/|p(n)| = 1 for alla nollskilda polynom p. Vi preciserar:
n—oo

P.7. Proposition. Om p och q dr polynom (bada skilda fran nollpolynomet), sa har potens-

oo oo
: p(n) . :
serierna cpx” och ——=cpx" samma konvergensradie.
n=0 n=0

— q(n)
-~ p(n)
Speciellt har alla potensserier av formen Z p—x” konvergensradie 1.

q(n)

n=0

Vi har nu kommit till huvudresultatet for potensserier:

P.8. Sats (Termvis derivering och integrering). Antag att

o
f(x)chnl‘n=Co+C1x+62x2+03x3+...

n=0
har konvergensradie R > 0. Da dr [ kontinuerlig och deriverbar i |—R, R[, och

o0
flz) = Z eanz™ =1 + 209x + 33z + ...
n=1

och

z o 2

Cn c1x CoX C3T
tdt:E oz + + + +...,
/0 f@) 25 v cox 5

bada da |x| < R. Potensserierna for derivatan och integralen har ocksa konvergensradie R.

For att visa denna centrala sats behover vi en teknisk hjédlpsats.
P.9. Hjidlpsats. Om |a| <71 och |z| <r, sd gdiller
lz" —a™| <nr"Yx—al, n=12,... (P4)

Om dessutom x # a sa gdller ocksa

" —a” n(n—1
ﬁ —nanil S %T"72|x—a|, n = 2,3,... (P5)
Bevis. Beviset bygger pa identiteten
" —a" =z —a) (" "+ " Pa+2" d + .+ td" P zd" P a Y (P.6)

som inses genom direkt utveckling av hogerledet. Eftersom det finns precis n termer i den hogra parentesen
och alla termer dar har belopp hogst "L far vi

2" —a"| < Je —al(je]" ™" + |2[" ol + ...+ |zlla]" "% +a]"T) < |z —al 0"

och didrmed dr (P.4) bevisad.



Anvinder vi sedan (P.6) da x # a och (P.4) upprepade ganger far vi

et —a” —na"t = |xn_1 +2"%a+.. 4z 2+ a7t —na”_1|
T—a
= (@' =ad" Y+ @E" P —ad"Da+...+ (z—a)a"
< et —ad" 42" —a" Pl + ..+ |z —alla]" 3
< Jz—al-(n=1)r" 2+ |z —al - (n—=2)r"r+... 4|z —alr"?
= |lz—al((n—1)4+mn—-2)+...+1)r" 2
= |z — a|@rn_27
och dédrmed ar beviset klart. O
Bevis av Sats P.8. Proposition P.7 medfor genast att potensserierna chnxnfl och Z nc—: 1x"+1
ocksa har konvergensradie R. " "
oo

Fixera a med |a| < R. Vilj sedan r sa att |a| < r < R; da ger Proposition P.7 att serierna Z len|ne"

n=1

= 1),
och Z |Cn\%rn ? sr konvergenta. Om |z| < r far vi enligt Hjilpsats P.9
n=2

|f(z) = f(a)l

= ch(x" —a")

n=1

o0
< ) lealla™ —a”
n=1

A
E)
|
2
°
2
3
ﬁw

dér den sista serien konvergerar och summan ér oberoende av z. Alltsa far vi att f(z) — f(a) dd z — a,
sa f ar kontinuerlig i a.
Om z # a far vi ocksa, aterigen fran Hjilpsats P.9,

_ i > n__.n > n__ n
f(CE) f(a) _ E Cnnan—l _ E Cn (3: a _ nan—l) S 2 :|Cn| x a _ nan—l
Tr—a r—a r—a
n=1 n=2 n=2

IN

- n(n _ 1) n—2
o —al Y leal =",
n=2

dar den sista serien, som dr oberoende av x, konvergerar, sa

oo

f'(a) = il_r}r; 7]0(32 : i:(a) = ; enna™ L.

Beviset for termvis integrering limnas som Ovning P.1.

Genom att anvinda termvis derivering upprepade ganger och sedan sétta x = 0, far vi

P.10. Foljdsats. Om f(z) = chw" har konvergensradie R > 0, sa har f kontinuerliga

n=0
: : : f(0)
derivator av alla ordningar i |x| < R, och ¢, = —,n=0,1,2,....
n!

Speciellt dr potensseriens koefficienter entydigt bestimda av potensseriens summa.




P.11. Exempel. Den geometriska serien kan ju beréknas:
1+x+2% 428 Zx 12 |z < 1.

Termvis derivering av denna ger

1 1
1+20+322 +423 + ... = Zna: _(1—m):(1—x)2’ lz| < 1,

och dirmed kan vi t.ex. rdkna ut foéljande numeriska serie:

n 1 1 11 3
nZ::l 3= 3 z:: /x =3 innanfor konvergensradien/ = gm =71

A andra sidan ger termvis integrering av den geometriska serien att

2 $3 4 5

x x x >, gntl |
B I H = dt = —1In(1 — 1
R ek ki ;n+1 /Olit n(l—z), |z|<1,

och ddrmed att t.ex.

1 : = ()M 1 1
W:/Bytmdex,nzk—i—l/:kzo P :—1n(1—§):—1n§:1n2.

n=1

Om man, som en approximation till In 2, tar de tio férsta termerna, sig, far man

10 o
In2— n2n Z nan’
n=1 =
sa
In2 ! + ! + !
n2x ——+ ——+..
1.2 2.22 10 10-210°
o0
dér felet i approximationen, svansen Z o , kan uppskattas t.ex. sa hér:
n=11 n
o0 o0
1 1 1 1
- — <107%
:Z 11 :Z o 11- 211 1-— 1 T 11210

Av detta kan man dra slutsatsen att In2 ~ 0,693 med tre korrekta decimaler. [l

Losning av differentialekvationer med hjilp av potensserier

P.12. Exempel. Ett sétt att hirleda potensserien fér exponentialfunktionen e® &r att utnyttja
att denna funktion &r den entydiga 16sningen till differentialekvationen

o0

Ansitt déarfor y = Z cpx”. Innanfor (den dnnu okénda) konvergensradien R giller
n=0
o0 oo
y = chnx”_l = Z(n + Deppra™,
n=1 n=0



sd ¢y’ =y om och endast om (n + 1)c,41 = ¢, for alla n > 0, och eftersom cq = y(0) = 1 far vi

1 Co 1 C1 1 Co 1 Cn—1 1
Cop = Cl = — = — Co = — = —— Cq = — = e Cy = = —.
T T T T P2 T2 P32 7 TN T ol
> " c T 1
Alltsa blir y = Z —-, och konvergensradien R = oo, ty ntl) = (n-|1-1). = — 0dan — oo.
o™ n I n+1
oo xn
Den termvisa deriveringen &ar alltsa tillaten for alla x, och dérmed har vi visat att e” = Z — [l
n!
n=0

o0
P.13. Exempel. Vi ansétter en potensserielosning y = Z cpx” till differentialekvationen

n=0
(1—a?)y" =2z +2y =0, y(0)=1, y'(0) =2,

och far alltsa innanfor (den &nnu okénda) konvergensradien R

(oo} o0
y = Z nepz™ ' och gy = Z n(n —1epz™ 2,
n=1 n=2
och darfor
o0 o0 oo
(1 -2y =22y +2y = (1—2?%) Z n(n —1)c,a™ % — 22 Z nepx™ 42 Z cpz”
n=2 n=1 n=0
oo oo [ee] (oo}
= Z n(n — e,z 2 — Z n(n — Depz™ — 2 Z nep " + 2 Z cnx”
n=2 n=2 n=1 n=0

I
NE

((n+2)(n+ Depga —n(n — e, — 2ne, + 2¢,,) 2™

3
Il
<

I
WK

(n+2)(n+ 1L)enyz — (n® +n—2)c,) 2"

n=0
= 0, [|z[<R,
dér vi i steg * har bytt summationsindex fran n till n + 2 i den férsta serien sa att vi dven dér
oo oo
far ™; observera ocksa att summorna Z n(n—1)c,a" och Z ne, "™ lika gidrna kan borjain = 0,
n=2 n=1

eftersom de extra termerna énda ar 0.
Var potensserie loser alltsa differentialekvationen da |z| < R precis da alla koefficienter &r 0,
och detta tillsammans med begynnelsevillkoren ger

(n+2)(n+ 1epya — (N2 +n—2)c, =0 n=0,1,2,...
co=y(0)=1
a1 =y(0)=2
d.v.s.
n?+n-—2 (n+2)(n-1) n-—1
=, = = =0,1,2,... =1 = 2.
B D) R R () (A R e
Vi far saledes for jamna index
-1 1 1 3 1 1
CQZTCOZ—l, C4:§CQZ—§, 062564:—5, ey an:—m,nzo,172,...7



och for udda index

03:501:0, dirmed c3 =cs =cr =...=0,
sa -
2n 4 6 8
T T x x
=2 — =142 -2 - - - — <R.
vy ;Qn—l S 2

Genom att siitta t = x? ser vi att konvergensradien m.a.p. ¢ #r 1 och dérmed att R = V1=1.

I intervallet |z| < 1 édr alltsa ovanstaende rikningar giltiga, och ddrmed dr var potensserie en
losning till differentialekvationen i detta intervall. [l

% OVNING P.1. Bevisa den del av Sats P.8 som handlar om termvis integrering genom att anviinda resul-
tatet for termvis derivering.

* OVNING P.2. Hirled potensserien for cosz genom att anvinda att denna funktion #r den entydiga
16sningen till

y'+y=0, y(0)=1, y'(0)=0.
Harled sedan potensserien for sin x. Konvergensradier?
x OVNING P.3. Hirled potensserien for In(1 + x) genom att integrera potensserien for dess derivata.
* OVNING P.4. Hérled potensserien for arctan .
x OvNING P.5. Hérled potensserien for (14 )* genom att 16sa differentialekvationen

(1+2)y =ay, y(0)=1.
* OVNING P.6. Bestdm en potensserie som loser differentialekvationen
Y +2zy' +y=0, y(0)=1,y'(0)=0.

Rékna speciellt ut koefficienterna co, ..., c7.

Potensserier for elementéira funktioner (Maclaurin-serier)

I foregaende avsnitt hirleddes nedanstaende serier i exempel eller i 6vningar. Alla dessa serier ar
helt enkelt de vanliga Maclaurin-utvecklingarna utstriackta i odndlighet. Vi sammanfattar:

¢ - gﬁ = 1+x+§+§3+§+$—5+§+§+ R =00,
cos = 7;)(_(12);32“ = 17§+§—2—?+ : R = oo,
sinz = 72% = x—z—j—kz—j—%—k , R = o0,
arctanx = 2% = a:—%g—i—%S—m—;—k..., R=1,
In(l1+z) = g(—l):ﬂm" = x—%Q—l—%g—a;—l—%S—%ﬁ—i-..., R=1,
14+2)* = ni:()(z)wn = 1+aw+a(i¢.—21)x2+a(oz;12)(.c;—2)x3+”.7 R=1.

P.14. Exempel. Med —2? i stiillet for 2 i exponentialutvecklingen, som ju har o#ndlig konver-
gensradie, far vi (ddr * indikerar termvis integrering):

Iz/olemzdz: Z/ nanI:in!((%Tl)'




Eftersom denna numeriska serie #r alternerande och n!(2n + 1) vixer mot oo far vi med Leibniz

t.ex. .
(="
-3
o n!(2n + 1)
1 1 1

1 1
dvs. I~ 1 3 0 =" 2% med fel mindre &n 1073. I

* OVNING P.7. Sitt formellt in iz i stéllet for = i exponentialutvecklingen och tag real- och imaginérdelar.
Slutsats?

* OVNING P.8. Beriikna arctan% med ett fel av hogst 1074

<1073,

<
5125+ 1)

* OVNING P.9. Hirled potensserieutvecklingen for arcsinz. Ange m.h.a. denna en numerisk serie som
beskriver talet 7, och berikna de forsta termerna i denna serie.

.. 1
* OVNING P.10. Skriv In2 som en serie genom att vélja x lampligt i In + < Tycker du att denna serie ar
-

béttre eller simre &n den som héirleddes i Exempel P.117 Vilken serie konvergerar snabbast mot In 27
.. x"
* OVNING P.11. Visa att potensserien Z m satisfierar differentialekvationen
n)!

y' =y, y(0)=1, y'(0)=0,

for att darigenom berikna potensseriens summa.

> 4n i 3n
x OVNING P.12. Beriikna summan av foljande potensserier:  (a) Z:O (Zn)' (b) Z:O (?’in)'
x OVNING P.13. Som framgar ovan &r
2 3 4
—ln(l—:c):x—i—%—l—%—i—%—i— , R=1
Vad kan du sdga om potensserien
2?2 a2t
Ty ?
T+ 1 + 9 + 16 + .
Svar till négra 6vningar
-1-5.9. (4n—3) 2?2 sxt 1S
P6 y=1 —1-r 22 T -
6y= +Z o st e oo fiE
1 1 1 1 1
P.8 arctang N T3 T 3.3 + T med abs(fel) < 3
. = (=12 (1) z?" !
P. = - =1
9 arcsinzx ZO( " ) 1 , R ;
S EAYCIKTE S o b 5 15 & A 9 .1
=6 A 343 =3 A
" z_;)( n ) 2+ 1 - Z RETEYT +3 § 610 T 768
2 2 2 2
P.10 In2 =
R P T P TR P T
P.11 y = coshz = %
P1p (o) COSHTFCOST g Lo 2 e V3

2
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