Nagra Iosta tal om Nablardkning
11.5abc,11.6ab,11.10abc,11.11abc

11.5a. Lat a och b vara reella konstanter samt F och G tva

differentierbara vektorfilt. Verifera att
div(aF +bG) = adivF +bdivG

Losning:
For en funktionY: R"™ — R™ har vi att
L
divY = 1 g

Vi far alltsa

. S d
div(aF +bG) =)’ BT(aF’ +bG, )=[Derivation av summa ] =
i=1 i
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Vilket skulle verifieras.

i i=1 i

11.5b. Lét u och F vara differentierbara funktioner av typ R® — R
respektive R> — R’ . Verifiera att
divuF) = (grad u)F +udivF
Losning:
Vi far
div(uF) = (%,%, a%j : (uF, JuF, JuF, )=

d d d
= (”Fl )"‘ > (qu )+ 5% (uF s )= |_Pr0duktrege1n—| =

_8uF+ oF, BuF oF, BuF oF;
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_FFF)BuauBu oF, dF, OF | _
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=(grad u)F +udivF

Vilket skulle verifieras.

11.5¢. Lat u varaen R’ — R funktion med kontinuerliga andraderivator.
Verifiera att
, ’u ’u Ju
dlv(grad u)z o + e + 57

Losning:
Vi far



div(grad u) = div dududu) (d Jd J)(dududu)_
. ox dy dz ox dy dz ) \ 9x dy oz
dou ddu ddu dFu dFu dFu
= —— = + +
oxox dydy odyody ox° Iy 97
Vilket skulle verifieras.
Anmiérkning I vektoranalysen anvinder man beteckningen V for

vektorn i,i,i ,dvsV = i,i,i . Relationen ovan kan med
ox dy oz ox dy oz
denna notation skrivas
du u Ju
2 + 2 + 2
ox* dy" 0dz
och ibland tilldter man sig att skriva

V- -Vu=

V-Vu=V?u.
2 9 7
Vidare har operatorn —; + — + — fétt namnet Laplace-operatorn
x° dy’ Oz
2 9 7

och beteckningen A, dvs A = . Med notationen enligt

o dy’ i 7’
ovan kan man alltsa skriva
A=V>,
Se dven boken sidan 299.

11.6a. Beridkna

div(r - v)
dér v &r en konstant vektor.
Losning:
div([r|-v)= (%,%,%j (Jr|- v) =[ enligt dvning 11.5b7 =

= (grad|r|) -V + |r|(.1_1‘,’l’, = (grad(,/x2 + y2 + 72 )) Y =
=0

_ x y z e
\/X2+y2+z2’\/xz+y2+z2 ,\/X2+y2+z2

11.6b. Berikna
div(r-r)
dar v ar en konstant vektor.
Losning:



div(|r|-r)= (;x j jj (Jr|-r)=[enligt ovning 11.5b =

= (grad|r|)-r+ [r|dive =

= a Y < ‘r+3[r|=
\/X2+y2+z2 \/X2+y2+z2 \/X2+y2+z2

2 r4
+ 3|r|= + 3|r \/:+3r:r+3r=4r
|| r|= \/r_ Irf= /= +3r] =[r[+ 3[r[ = 4]r]

SVAR: 4/

11.10a. Lat a och b vara reella konstanter samt F och G tva

differentierbara vektorfilt. Verifera att
rot(aF +bG) = arotF + brotG

Losning:

Allmént har vi att rotY =V XY = Jd d d xY.
ox’ 8y 9z

Har far vi att
rot(aF +bG) =V x (aF +bG) =V x (aF)+V x (bG) =

=[ a,b konstanter |=aV XF+bV xG =

= arotF + brotG
vilket skulle veriferas.

11.10b. Lat u och F vara differentierbara funktioner av typ R’ — R

respektive R®> — R’ . Verifiera att
rot(uF) = (grad u)>< F +u-(rotF)

Losning:
Vi far

rot (uF) = (%,%,%]x (uF,,uF,,uF,)=

e, e e

x y
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Vilket skulle verifieras.
Anmiérkning Som synes blir rdkningarna ganska omstindiga. Som
allternativ kan man anvénda sk formell nablardkning. Formel
nablardkning gér ut pa att man delar upp det ursprungliga uttrycket i en
summa och sedan later nabla-operatorn verka pa ett element i varje
summa. For detaljer se boken kapitel 11.5 och boken Vektoranalys av
Anders Ramgaard.
Har far vi
rot(uF) =V xuF)= |_Formell nablaréikning—| = Vx ((w*)F)+V x (u(F*))=

= (V(*))x F +u(V x (F*))= (Vu) x F +u(V x F) =
= (grad u)>< F + urotF

Har har de faktorer som nablaoperatorn skall verka pa markerats med
(*).
11.10c¢. Lat u och F vara differentierbara funktioner med kontinuerliga
andraderivator definierade pd R’ . Forenkla
rot(gradu) (D)

och
div(rot u) . (2
Losning:
Vi borjar med (2). Komponentridkning ger
Jd dJ d
ox dy 0z

0

d 9 0 _(92173_82@_82I73+82E+82172_82E_

div(rot F) =V (VxF)=|— — —|= -
iv(rot F) (VXF) dx dy dz| dxdy 9Ixdz dydx dydz Idzdx Izdy

Kk F
Vidare fér vi (1) till
éx éy éz
o )=V x(V)= 2 0 )= )-8 ()
7 ’ u:



ty uhar kontinuerliga andraderivator.
SVAR: (1)=0,(2)=0.

11.11a. Berdkna
rot(|r]v)
dér v &r en konstant vektor.
Losning:
Resultatet fran 6vning 11.10b ger att

rot(|r|v) = (grad|r|) XV + |r|rgtx = (grad«/x2 +y* + zz)x V=
=0

_ X Y Z _rXyv
= \/x2+y2+zz,\/X2+y2+22,\/X2+y2+12]xv_ |I‘|
SVAR: =XV
r|
11.11b. Berikna
rot(|r|r)
Losning:

Resultatet fran 6vning 11.10b ger att

rot(|r|r) = (grad|r|) XTr+ |r|@t$ = (grad\/x2 +y' + zz)x r=
=0

_ X y Z xr—ﬁ
\/X2+y2+22 ’\/x2+y2+z2 ’\/x2+y2+22 |I‘|

eftersom

e, e e
rotr = |— i i =0
dx dy 0z
xX 'y z
SVAR: 0
11.11c. Beridkna
rot( f(|r]r)

dir f(r)dren R — R funktion med kontinuerliga derivator.

Losning:

Resultatet fran 6vning 11.10b ger att

rot(f(|r|)r) = (gradf(|r|)) X+ f(r)rotr =
=0

=[ Kedjeregeln | = (f'(|l'|)grad |r|) T = f'(|r|) rxr _ 0

]

SVAR: 0




