1 Forelasning 9

1.1 Poissons och Laplaces ekvationer

Poissons ekvation ar
V2® = f ingt omrade V

déar man anvéander beteckningen
Vo =V.-VO.
Ofta anvinds beteckningen A for V2. T kartesiska koordinater har vi att

o 0P o® 9*°®  0?°®  0?®
2= V.V =V - (—f+ —(4+—3)=—— 42— Z =
\% V-V \% (axer 8yy+ 8Zz) 92 + a7 + 542

Laplaces ekvation dr Poissons ekvation med f = 0:
V2® =0 ingt omrade V.
Losningar till Laplaces ekvation kallas harmoniska funktioner.

Ex. 1 a) harmoniska funktioner i R3: =, y, z, 2% — ¢?, 2% + y? — 222,
xy, 232 — 23z, alla dessa funktioner &r polynom och kallas dirfor ocksa for
harmoniska polynom. Lat oss kontrollera att t.ex. sista funktionen uppfyller

Laplaces ekvation
V3(2P2—2%0) = V-V(2*2—2%z) = V- (3222 —2°,0,2° - 32%x) = 622—622 = 0.
b). 1/r &r en harmonisk funktion i R?\ O:
1 -1 10 -1
V.V--V. (—) - -2 2—) —0.
r 2 r2 Or (r r2

Kontrollera att ocksé cos#/r? dr harmonisk i samma omrade.
c). log p #r en harmonisk funktion i R3 \ z—axeln:

V.- Viegp=V- (%ﬁ) - %%(p%) —0

Kontrollera att funktionen sin ¢/p ocksa ar harmonisk i samma omrade.

For att se varfor Laplaces och Poissons ekvationer ar viktiga betraktar vi
tva av Maxwells ekvationer

VxA=0 och V-A=Ff. (1)

Fran forsta ekvationen drar vi slutsatsen att vektorfiltet A har en potential
som vi ska beteckna med ®, d.v.s. A = ®. Fran andra ekvationen i (1) far vi att
V-V® = f, d.v.s. & uppfyller Poissons ekvation. Detta &r en typisk situationen
dér Poissons ekvation forekommer. Observera att andra ekvationen i (1) har
vi traffat pa tidigare. Det ar den sa kallade kontinuitetsekvationen, vilken &r
grundlaggande vid alla studier av stromning.



1.2 Dirichletproblemet for Poissons och Laplaces ekva-
tioner

Lat V vara ett begrinsat omrade med randen S.
Dirichletproblemet fér Poissons ekvation ar

V2o =f iV (2)
och
d=g pas (3)

dér f och g ar givna funktioner i omradet V och pa randen S. Hér krivs att
hitta ®.
Dirichletproblemet fér Laplaces ekvation &ar

Vo =0 iV

och
d=g pas

dér g ar en given funktion pa randen S och aterigen krévs det att hitta ®.
Viktig roll i studiet av dessa problem spelar Greens formel.

Sats 1 Greens forsta formel. Lat ® och W wvara tvd ganger kontinuerligt de-
riverbara funktioner i V.. Da har vi

///‘/(I)Aqldv+///vvq).vqjdvz//s@a?

dir & S5 = - VU -rikiningsderivatan.

(4)

Bevis. Vi har

///(I)A\I!dv /// (VD) V<I>-v\1/)dv
:Gausssats:—/// V(D-V\IldV+// VU - ndS .
A7 S

Greens andra formel ser ut sa héar

///(I)A\I/dv ///\IJA(I)dV // Y _ n)dS (5)

Vi ger en typisk tillampning av Greens forsta formel.

Sats 2 Lat V wara begrinsat och lat S vara randen till V. Dirichletproblemet
(2), (3) har hégst en losning, som tvd dr ganger kontinuerligt deriverbar i V.



Bevis. Lat ®; och ®3 vara tva l6sningar till (2), (3). Da satisfierar ¥ = ®; — &,
AT =0 iV

och ¥ =0 pa S. Nu ger (4) (med & = ¥)

//LWA%W+//LVMV%W:/LW$HS

Detta medfor att
/// VU . VU4V =0
v

eller VU =01 V. Detta ger att ¥ = konst och eftersom ¥ = 0 pa S har vi att
U =0 eller &; = P,.

Ex. Hitta en 16sning till ekvationen
Ve =1 for0<z<1
déar @ uppfyller randvillkoren
=0 forz=0 &=1 forz=1
Loésning. Vi ska soka en 16sning som bara beror pa z, & = ®(z). Vi har

dd
Ve = — =1.
dz
Dirfor ir ®(z) = 122 + az +b. ®(0) = 0 medfor b = 0. ®(1) = 1 ger a = 1/2.
Alltsa . .
d(z) = 522 + 2%

Ex. Hitta en 16sning till
Ve =0 for1<r<2
med randvillkoren
d=1 forr=1 &=2 forr=2
Lo6sn. Vi ska soka en 16sning pa formen ® = ®(r). Da har vi

a¢A)__ 151( 23¢) _

o) " 2ar\" o

2 = .
Ve =V - ( =

Detta medfor
r28—q):a eller @:—g—i—b.
or r
Randyvillkoren ger
—a+b=1 och ngrb:Q



Alltsa a = 2, b = 3 och
2
d(r)y=—-—-+3.
(=-2+

Observera att enligt Sats 2 finns det inte andra losningar, d.v.s. den héar 16snin-
gen ar entydig.

Ex. Hitta en 16sning till ekvationen
V2o =0 dal1<p<?2

som uppfyller

d=1 dap=1 &= da p=2.

DN | =

Losn. Vi soker en 16sning pa formen ® = &(p). Da har vi
0d 10/ 00
V * V(I) - V . — D) == —_— =
(8;)'0) pap(pﬁp)
Detta medfor
0d 0 0® «a
8_p(p8_p) eller pﬁ_p =a eller 6_p = ;
Alltsa
®(p) =alogp+0b.

Fran Dirichletrandvillkoren far man att
1
®(1)=b=1 och ®(2)=alog2+b= 3

Svar.

log p
@(p) = -
2log 2

1.3 Randvardesproblem

Neumanns problem for Poissons ekvation i ett begransat omrade V' med randen
S ser ut sa hér

Vo=f iV (6)
och

0P 3

5, =9 Pas (7)

dér f och g &r givna funktioner i omradet V' och pa randen S. Héar kravs att
hitta ®.



Forst, observera att om ® 16ser problemet, sa 16ser ® + C' samma problem.
Lat oss att visa att det inte finns nagra andra losningar.

Anta att ®; och @4 &r tva losningar till (6) och (7). Skillnaden ¥ = &; — @,
satisfierar V2W = 01 V och 0®/0n = 0 pa S. Greens forsta formel med ® = ¥
ger (jamfor med beviset av entydighetssatsen for Dirichletproblemet)

///VV\I!~V\I/dV:0

eller V¥ =01 V. Detta ger att ¥ = C eller ®; = &5 + C.
Problem (6) och (7) har inte l6sningar for alla f och g. For att se detta
integrerar vi ekvationen (6) dver V

///Vv-(w)dvz///vfdv.

Nu anvinder vi Gauss sats for vansterledet

//Sw-ﬁdsz///vfdv.

Eftersom V® - i = 0®/0f = ¢ har vi att

[ o= ff

Sa for att problem (6) och (7) ska ha en l6sning méaste (8) vara uppfyllt. Man kan
bevisa att om (8) géller sa har problem (6) och (7) en 16sning som &r definierad
upp till en konstant.

Det finns andra randvillkorsproblem for Poissons ekvation, t.ex. kan man ha
Dirichletrandvillkor pa en del av randen och Neumannrandvillkor pa den andra
delen av randen.



