1 Forelasning 4
1.1 Gradienten i kroklinjiga koordinatsystem

Sats 1
0P 100 » 1 00
db=—r+-—04+———¢ 1
v 8rr+r(‘39 rsin@@gpso (1)
1 sfariska koordinater;
0P 100 0P
Vo= —p+-——p+—2 2
dp dp i 92" 2)
1 cylindriska koordinater.
Bevis. I kartesiska koordinater har vi att
0P, 09,

0P
d=—3+— —Z.
v (9xx+8yy+8zz

Nu skriver vi om detta i ON-basen 7, 6, Q:
VO = A+ Agh + Ay

Vi kan hitta koefficienterna A,, Ag, A, med hjalp av skaldrmultiplikation med

7,6, . Vi har
dr 1(3@@ a@@+ag%>iai@
0z or)  Or’

Jr@iy@r

1
ArfvtI%'rthV(I) e

dx Or
For att kontrollera sista likheten anvander man kedjeregeln. Likadant,
1090

A 1 dr 1 /0290x 0Py 0POz
— @- = — (b—:— _ _ _ = ——
Ap =V -0=3-Ve- oy h9(8x69 8y89+8289) - 90
och
1 dr 1 /000x 0Py 0P 0z 1 00
Bl v S (et it Attt =
v dp  hy (896 dp + Oy Op 0z 8<p) rsinf Oy

A, =Vo .=
® ¥ htp
Dessa berdkningar medfor (1). Likheten (2) bevisas pa samma sétt.

Ex. a). Med hjalp av (1) far man
Vr=r¢,
Vo = lé,

och
\V
L4 rsinf



b). Med hjélp av (2) far man

Vp=p,
1,
Vo=-¢
P
och
Vz=2
Ex. Bestim en potential till —#/r2.
Losn. Man maste 16sa ekvationen
7
eller enligt (1)
a_q)f_kla_q)é_’_ia_q)A —_i
or r 00 rsinf 0o’ r2’
Man kan skriva detta som tre skaldra ekvationer
00 _ 1 100 1 0%
o r2’ rdd 7 rsinfdp

Fran de sista tva ekvationerna far man att ® bara beror pa r, dvs ® = &(r).
Nu far man fran forsta ekvationen att ®(r) = 1/r.

1.2 Divergensen i kroklinjiga koordinatsystem

Sats 2 (i) Lat
A=A+ Agf + Ay .

Da dr
- 10 0 1 0
A= S—(r?A ————(sinfA — A 4
v 7’287"(T T>+rsin089(sme 9)+rsin€8g0 v (4)
1 sfariska koordinater.
(ii) Lat _
A=A p+A,p+ A%,
Da dr
— 10 10 0
cA=-—(pA —-—A —A, 5

1 cylindriska koordinater.



Bevis. (ii) Forst riknar vi ut divergensen av ortvektorerna p, ¢ och z. Med
hjélp av definitionen av divergensen har vi

R Ty 0 /x 0 ry 1 22 1 2 1
V-p=V-(-,2,0)=—|(- — () ==+ === 6
g (p’p’) 8w<p)+8y(p) P FE s A b ©)
Likadant
~ -y x
V-p=V-(—,—-,0)=0 7
p=v- (= ; ) (7)
och
V-2=V-(0,0,1) =0. (8)
Dessutom kan man kolla att
V-(®B)=V® -B+®V B
for ett skalarfalt ® och ett vektorfalt B. Vi anvander den hér formeln for att fa
V- (App+A,p+A2)=VA, - p+ ANV -p
+VA, - ¢+ AV -0+ VA, - 24+ AV - 2=

Nu anvénder vi formeln (2) for gradienten i cylindriska koordinater och form-
lerna (6)—(8)

DA, 1 104 0A
=y, -+ 2T 40+ 22 4 A0
8p+ pp+p&p+ 0+ 5=+ 40

Man kan kontrollera att detta sammanfaller med hogerledet av (5).
Likheten (4) bevisas likadant.

Ex. a). Bestam alla ® = f(r) som uppfyller Laplaces ekvation

0% 0% 9%
V-V@—Wﬁ-a—yz-f—w—o. 9)

Loésn. Enligt (1) har vi att

Nu far vi med hjélp av sats 2(i) att
1d
VP = __( Y
\YARY/ 2 \"
Dérfor kan man skriva om (9) som

L 4(+2)

r2 dr dr



Detta medfor att

df
2— =

r I a
eller

o _«a

dr 12
eller

a
f(?’) = —; + b

dér a och b ar tva godtyckliga konstanter.

1.3 Rotationen i kroklinjiga koordinater

Sats 3
1 Foorf rsin 0
. A o a 0 9
V x (Ap7 4+ Agf + ALp) = 2ang| or 90 B (10)
A, rAp rsinfA,

1 sfariska koordinater och

1 /36 P 2@
V x (Apﬁ+A¢¢+A22: ; op B 92 (11)
A, pA, A,
1 cylindriska koordinater.
Bevis. Om & ar ett skalarfalt sa
V x (®A) = (V®) x A+ d(V x A). (12)

Lat A = A,7. Om man anviinder (12) och att Vr =7 (se (3)) s far man
VX (A7) = VX (A Vr) = VA, xVr+ AV x(Vr) = VA, xVr+ A,V x(Vr).

Eftersom rotationen av gradienten &r 0 (se 6v.1.6 a) i exempelsamlingen) &r
hogerledet

0A, 10A, » 1 0A, . .
= AT‘ = P — _—
VA XV (8rr+r 890 Tsin98ap<’0>xr
1 8A,n N 1 8147" A
T 89¢+rsin9 8@9 (13)
Hégerledet i (10) ar lika med (om Ag = A, = 0)
1 0A, ~ 0A, . .

aimg (a0~ g T 0%) 14



JAmfor vi (13) och (14) ser vi att (10) giller for A = A,.7.

Fallen 4 = Agf och 4 = A, betraktas likadant. Nu, summerar man dessa
tre fall far man (10).

Formeln (11) kan bevisas pa samma sétt.

Ex. Tentamen TATM 41 Vektoranalys 4 juni 1999, uppg.1. Bestam ett tal

a sadant att vektorfiltet
A= (2pz+ p*sinp)p + ap® cos pp + (p* + 2)2

har en potential och ange denna. _

Losning. A har potential om V x A = 0. Med hjélp av (11) har vi att
p PP
el 9
dp D
(202 + p?sing)  pap®cosp  (p* + z)

‘QJ N>

Q
Y

1
= ;(3@/)2 cos — p2cosp)z.

Sa man maste ha att a = 1/3 for att rotationen ska bli 0. Ekvationen for
potentialen blir

1 . .
Vo = (2pz + p?sing)p + gpQ cos pp + (p* + 2)2.

Nu anvénder vi (2) och skriver om detta som tre skaldra ekvationer

0P
o =2pz + p*sinp, (15)
100 1,
=z 16
S0, 3" (16)
o 9
— . 17
5, =P T2 (17)

Forst 16ser vi ekvationen (15). Vi far

1
®=p’z+ gp sinp+ f(p,2).
Nu anvénder vi detta for att 16sa (16):

100 1, Llof 1,
- = = COSs - = = COS
SO, 3P ST g, T 3p sy

eller f(y,z) = g(z). Alltsa

1.
D =p’z+ §p3 sinp + g(z) .



Nu anvénder vi detta for att 16sa (17):

oo _ 2 dg(z) _ 2
E_p + dz =t
eller
() = 32
K== 5

Svar: a = 1/3; potentialen till A &r p?z + £p®sing + %



