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15 Multipelintegraler, sfiariska koordinater, volym-
beridkningar

15.1 Multipelintegraler

Det finns manga tillimpningar dér fler &n tre variabler dr aktuella. I statis-
tik kan vi vilja undersoka en situation med fyra stokastiska variabler. Om da
f(x,y, z,u) dr frekvensfunktionen, si bor dess integral sver alla fyra variablerna
vara lika med ett. En annan tillimpning dr viderlek. En vidersituation kan
karaktériseras av fem variabler, lufttryck, luftfuktighet, temperatur, vindstyrka
och vindriktning. Variablerna maste inte vara geometriska variabler i det fysiska
rumimet.

Helt i linje med matematikens strivan att generalisera, och att gora det
geom att ta fasta pé kalkylerna snarare dn pa de ursprungliga applikationerna,
kan vi #ven definiera en kvadruppelintegral:

//D//f(z’ y, 2, u)dadydzdu

over ett omrade D C R*. Om omradet &r av typ D = {a < x < A,b(z) <
y < B(x),c(z,y) < 2 < C(2,y),9(7,y,2) < u < G(x,y,2)} s kan den beréknas
med itererad integration:

//D//f(x’y’zau)dwdydzdu -

A B(x) C(z,y) G(z,y,z)
/ ( / ( / ( / F (@, 2 w)du)dz)dy)da
a b(x) c(z,y) 9(z,y,z)

om [ dr integrerbar. En multipelintegral av en funktion av n variabler skrivs

/.].3./f(xl,...zn)dxl...dxn.

Denna integral dr intressant i statistik for en frekvensfunktion med n stokastiska
variabler.

Exempel 1 (916l) Berikna //// xyzu drdydzdu dar D ges av 0 < xz < 1,
D

0<y<a2,0<2<2y och0<u<2z.



Losning: De atta villkoren, tva for varje variabel, har den karaktéiren att
de genast kan anviindas som gréinser vid itererad integration:

eyeu dedydzdu = 1( N 2y( 2Z:Eyzudu)dz)dy)dm
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Svar: //// zyzu drdydzdu = %.
D

15.2 Sfariska koordinater

I cylindriska koordinater

T =T7CoSp
y=rsing
z=2z

ar avstandet fran en punkt (z,y, 2) till origo v/r2 + 22 (vi byter namn pa vinkeln
fran 0 till  for att ha samma notation som i boken). Detta foljer fran Pythago-
ras sats ty vi har en rétvinklig triangel med horn i (0,0,0), (0,0, 2) och (z,y, 2),
och avstandet mellan de tva sistnimnda punkterna &r 7.
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I sfériska koordinater har variabeln r en annan betydelse #n i cylindriska,
nidmligen avstandet till origo (tunn linje i figuren). Lat oss beteckna detta
avstdnd med p (uttal: "ra"), som #r den grekiska motsvarigheten till bokstaven
"r". Om vinkeln i origo i triangeln beteckas med 6 (uttal: "fi"), mellan riktnin-
gen (z,y, z) och z-axeln (som &dr riktningen (0,0, 1)).

Denna triangel dr riatvinklig med hypotenusa p och katetrar r och z. Da har
vi tydligen att

psing =1
pcost =z

Sétter vi in detta i cylindriska koordinater far vi sfiiriska koordinater:

T = psinf cos
y = psinfsing
z = pcosl

Man anvénder dock oftare r é&n p. Hir anvinde vi p for att gora det klart att
r i cylindriska och sfiriska koordinater dr olika variabler, och for att visa hur
sfiriska kan hérledas fran cylindriska (vilka 4r polira koordinater dér man héngt
pa z ocksd). Vi byter till » och har da

x =rsinfcosp
y=rsinfsinp
z =rcosl

Notera att vinkeln ¢ inte finns med i z-koordinaten (z = pcosf). Denna
vinkel d&r samma vinkel som i cylindriska koordinater. Vi har fsljande tolkningar
av de tre koordinaterna:

r — avstandet mellan (0,0,0) och (z,y, 2).

0 — vinkeln mellan riktningen (x,y, z) och positiva z-axeln. Hér ér 6 maxi-
malt 7, i vilket fall vi befinner oss pa negativa z-axeln. S4 0 < 0 < 7.



© —om punkten (z,y, z) projiceras ner i zy-planet fas (z,y,0), och vinkeln 6
ar vinkeln mellan riktningen (x,y, 0) och positiva z-axeln. Denna vinkel (samma
som poléira koordinater) gir runt hela varvet, sd 0 < ¢ < 27.

Observera att de tva vinklarna inte har samma grinser.

Vad dr funktionaldeterminanten for sfiriska koordinater? Det &ér bara att
derivera koordinatsambanden:

/ / /

o T, Ty T,
act W0V e (4w
(7"7 790) z,ﬁ zé Z<IP

sinfcosp rcosfcosp —rsinfsing
= |sinfsinp rcosfsing rsinfcosp | =
cos 6 —rsinf 0

rcosfcosp —rsinfsing
rcosfsing  rsinfcosg

{utveckla tredje raden} =

sinfcosy —rsinfsinp

—(—rsinf) sinfsing rsinfcosp

= cosf (r?cos® pcosfsin 6 + r* sin® p cos O sin 0) +
7 sin 6 (r cos? psin? 0 + rsin? ¢ sin? 0)
{tva trig. ettor} = 72 cosf (cos@sinf) + r?sinf(sin®0)

{#nnu en trig. etta} = 7Zsinf.

Sa funktionaldeterminanten for polira koordinater &r r2 sin 6, diir 0 #r vinkeln
till positiva z-axeln. Detta kan skrivas som

dxdydz = r* sin Odrddep.

Vinklarna har grinserna 0 < 6 < 7 respektive 0 < ¢ < 27.

Notera att 6 respektive ¢ motsvarar latituder och longituder pa en glob.
Vinkeln 0 = 0 &r nordpolen, § = 7 &r sydpolen och 6 = 5 &r ekvatorn. En
vinkel ¢ =konstant dr en "lodrit" linje — en longitud, dven kallat meridian. Om
vi later Greenwichmeridianen som gar genom London svara mot ¢ = 0 sa kan vi
definiera 6stra halvklotet som 0 < ¢ < 7 och viistra halvklotet som 7 < ¢ < 2.
Da tillhor emellertid Europa viister om Greenwichmeridianen viistra halvklotet
— ¢ nagot mindre #n 27,alternativt ¢ nagot mindre &n 0.

Nedan har vi ytan r = 1 som #r en sfir, vilken byggs upp av kurvor
{r = 1,0 = a} respektive {r = 1, = b} for manga olika viirden pa a och
b. I en kurva {r = 1,0 = a} &r alltsd tva parametrar fixa (hdr r och 6), sd den
tredje (¢) kan variera fritt, och definierar en kurva (ges av en parameter).



Kurvor 6 =konstant och ¢ =konstant.

Observera att eftersom r dr avstandet till origo, sa det giller att r =
Va2 +y? + 22, alltsa dven r? = 22 + y? + 22. Det ir relationer som vi anviinder
ofta.

Exempel 2 (921y) Berdkna /// mdxdydz dir D dr klotet 2 + y® +
D
22 < 1.

Losning: Hér har omradet sfirisk symmetri, och vi far i integranden m =
%2. Sfiriska koordinater borde vara framgangsrika. Vi far da:

1 B 1 5.
/// mdmdydz = // 37 sin Odrdfdyp
D

E

2m ™ 1
= / dgo/ sin@d@/ dr
0 0 0
= [¢lg"lcos 015 [r]o

= 27-(1—-(-1))-1=4n.

Observera att vi beriknade en generaliserad integral, ty integranden Wlhrz?

ar obegrinsad i origo. Nivaytor = C till denna funktion ér

1
x2+y2 422

1
.’132 _|_ 2 —|—22 — 2 —_ RQ7
Yy (—\/5)

sa pa ett klot med radie % runt origo har funktionen virdet C' = 4,och pa ett

klot med radie % har funktionen virdet C' = 9. Vi har givetvis allt storre viirden
ju mindre radier R vi har, enligt C' = %.

Svar: /// mdxdydz = 4r.
D



Exempel 3 Berdkna /// e?*drdydz dia D = {z < —\/22 +y2 + 22,2 > 0}.
D

P& konen z = —/x2 —|— y + 22 4r vinkeln till positiva z-axeln lika med 37
s& vi far far 0 granserna 2 <0 < 7w (45 sydlig bredd ), och > 0 svarar mot
0 < ¢ <7 (6stra halvklotet) vi har ingen begrénsning pa r sa r har gréinserna
0 och oo.

Vi far med sfiiriska koordinater genom att anviinda z = r cos# i exponenten

22:
/// e¥dedydz = /// 708012 in Odrdfdey
D
/ / / 27 cos 6 2 sin Bd6
1

2r cos 010=m
r?[——e —5.dr
2r ]9— 1

ie

{anviind att e ir e%eb

/ 2r cos 6 sin 0do

{6-integration} =

3
ﬁ

3

— Z/ T(_€2rcos7r_~_e7’cos37")dr
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= z/ r(—e_QT—i-e_‘/Er)dr
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artialintegration} = =[r(Se 2" — —e V2| —/ B ——
_ 1 —2r —V2r
= 7(0 2[ 46 +2 ]
1

= w(—z(ze_o —e ) = g

Svar: /// e?*drdydz = g
D

15.3 Volymberikningar

Exempel 4 (927b) Berikna volymen av kroppen K som begrinsas av cylindern
2% 4 y? = 4, paraboloiden z = x? + y? och planet z = 0.

Losning: Vi har en lodrit cylinder med radie 2 runt z-axeln, och en "lodrét"
paraboloid vilken som bekant &r en skél (rotera parabeln y = 2% runt z-axeln)
med minimum i origo. (2cosz,2sinx,y)



.

Kvarvarande volym.

Vi anvéinder hér cylindriska koordinater. Da ska vi i z-led ga fran z = 0 till
z = r?, medan grianserna for r #r 0 till 2 respektive 0 till 27 (hela varvet). Vi

far da volymen
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Svar: Volymen &r 8.

2422 =a?

Exempel 5 (927)) Berdkna volymen av den kropp K som begrinsas av cylin-
24+ y?2=a? och x

drarna x



Lo6sning: Med polédra koordinater

T = 1rcost
y =rsinf
z=2z

far vi har ytan z = Va2 — x2 att integrera, dir omradet dr r < a. Det ger

[ dotvaz =2 [[[ dvaya:

K K da 220
a 2m
= 2/ / Va2 — 12 cos? prdrdye
0o Jo
o 1 2.2 2 \3
{integration av r} = 2/0 [—m (a® = 1% cos? ) *|§dep
2m
1 3 1 2
- 9 _ 2 2.2 \2 2)2)(q
/0 [ 3cos? (o — a¥cos¢) +3cosz<p (a%)")de
2m
1 2 1 3
— 9 B 2_ 2 2 N\ 2)2)4
/0 | 3cos? ¢ G +3C03280 (%) )de

8a® (% 1—sin® 16a°
{div. forenklingar} = % ; coZlQngo(png = 3a

ty fO% %‘ﬁdap = 2. Detta kan beriknas pa foljande séitt.

Funktionen %ﬂ ar problematisk i ¢ = 7, ty dir har vi %. Vi kan inte
berikna de tva integralerna separat

/% 1—si2n3<pd<p_/% 12 dcp/% Sianpd
0 cos? o Cos?¢ o Cos?¢

ty da& &r de bada divergenta i ¢ = 5. Men vi kan bestdmma primitiv funktion

till dem separat,
/1_512113%@:/ 12 d(p_/sinzgod%
cos? ¢ cos? ¢ cos?



och sedan i summan av de primitiva funktionerna séitta in gréinserna. Det &r
lampligt for de tva termerna "behover" olika substitutioner. Vi far

1
/ d(p:{t:tan¢}:/dt:t:tan¢+0,

cos?
medan
1 — cos? i
/ ( C:OSS;'Z Sm(pdcp = {cosp =t,—sinpdp = dt}

0 2

1—t¢ 1 1

= / P dt:?—l—t:COS +cosp+C.
1 ¥

1

. 3
S& en primitiv funktion till 1;027';;0 Hr —cos — tang (vi tar C = 0). Vi

cos ¢
far da
21— sin® 1 x
/ —Q@dgo = | + cos p + tan ¢
0 Cos” ¢ cos
= li t 0)—(-1+-140
(Jim, (55 Ttane) +0) = (=14 -1+0)
= 2
ty
1+ si
lim +tanyp) = lim tsme {sttt p — = s}
p—% COS $»—% COsp 2
1 +sin(s+ %) . 1l4coss
= — = = lim —
s—0 cos(s+ %) s—0 —sins
sin s 0
I"Hospitals regel} = i 0,
{I'Hospitals regel} lim —— = —

a3
Svar: /// drdyrz = %
K



