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14 Trippelintegraler — integration av funktioner
av tre variabler

14.1 Areor och volymer

14.1.1 Area som enkelintegral och som dubbelintegral

Som bekant kan enkelintegralen f; f(x)dx kan tolkas som arean under f(x) pa
intervallet [a, b], enligt foljande figur.

y 4T

Arean under grafen for f(x), mellan a och b.

Men denna area kan ocksa tolkas som en dubbelintegral. Om vi kallar om-
radet i figuren for D, dvs D = {(z,y) : 0 <y < f(z),a < x < b}, och integrerar
en funktion vars hojd dr 1 sa dr ju dess volym lika med basarean, eftersom
volymen #r basarean ganger hojden. Alltsa: volymen ér i detta fall basarean
ganger ett. Denna dubbelintegral, som alltsé pa en gang representerar volymen
av en kropp och arean av en yta (eftersom hojden overallt &r 1), kan tecknas

som foljer:
// ldxdy = // dxdy.
D D

Om vi integrerar den med upprepad integration far vi mycket riktigt tillbaka
den gamla enkelintegralen f: f(x)dx. Da maste vi integrera i y-led forst eftersom
grénserna i y beror pa x :



// ldzxdy = /ab(/of(l’) dy)dz

D
b
{y-integration} = /[y]g(x)d:r
b
{ins#ittning av grénser} = /(f($)—0)d9c
ab
= f(z)dz.

a

Med dubbelintegraler kan vi med itererad integration integrera omraden av
typen D = {(z,y) : g(z) <y < f(z),a < x < b}, dvs omraden som &r be-
grinsade av tva funktioner i den ena riktningen, och konstanter i den andra.
Vi klarar mera generella omraden én detta genom att dela upp i delomraden
av denna typ. Det &r dérfor praktiskt att definiera arean A(D) av ett generellt

omrade D som
A(D) = // dxdy.
D

Detta skrivsiitt dr oberoende av om D har den ovan beskrivna integrabla for-
men (g(z) <y < f(z),a < x < b) eller inte. Det dr alltsd en dubbelintegral
med den mycket enkla integranden 1. Ty en kropp med hojden 1 6verallt 6ver
ett visst tvAdimensionellt omrade har en volym som #r lika med arean av det
tvadimensionella omrédet.

14.1.2 Dubbelintegral som massan av en skiva

Men en dubbelintegral méste inte representera en volym, dven om det #dr den
tillimpning som vi oftast har framhallit. En dubbelintegral kan ocksé represen-
tera den totala massan av en skiva, dir masstétheten i punkten (z,y) ar f(x,y).
Om vi tittar pa en liten ruta {z; < v < ®i41,y; <y < Tjy1}, sa dr dess area
(i1 — i) (yj41 —y;), och dess massa dr ungefir f(z;,y;)(zit1 — ) (Yj+1 — y;)
eftersom f &r masstédtheten. Om indelningen é&r liten och f kontinuerlig i rutan
s& varierar inte f:s véirden i rutan, sa viirdet f(z;,y;) (i ett horn i rutan) ger
inte stort fel.

Den summa vi far nér vi adderar massan i alla rutor &dr en Riemannsumma.
Nir finheten gar mot noll far vi

/ / f(z, y)dudy,

som alltsa hér representerar inte volymen under en yta utan totala massan av
en skiva med varierande masstithet — f(z,y).



14.1.3 Trippelintegral — massa hos en kropp och volym

For att berikna totala massan av en tredimensionell kropp dir masstéitheten
varierar i kroppen, beskriven av en funktion f(x,y, z) av tre variabler, behover
vi summera bidragen 6ver tre dimensioner — inte bara tva (dubbelintegral) eller
en (enkelintegral), som tidigare. Det &r en tillimpning av en trippelintegral. En
trippelintegral kan allts&d beteckna masstéitheten i en tredimensionell kropp D
med masstitheten f(z,y, z).

Trippelintegralen kan ocksa tolkas som maéttet av en fyrdimensionell volym
begrinsad mellan en tredimensionell volym och zyz-rymden. Detta dr inget
problem for matematiken, men eftersom vi upplever tre rumsdimensioner i var
tillvaro &r vi inte alls vana vid fyra rumsdimentioner, och detta upplevs som en
esoterisk tolkning av trippelintegral.

Analog med hur vi ovan definierade arean av ett omrade D C R? som

dubbelintegralen / / dxdy, kan vi definiera volymen av ett omrade D C R?
D

V(D) = / / / dudyds.

Héir har vi "hojden" lika med 1 i den extra dimensionen, vilket gor att mattet
av denna fyrdimensionella volym ér lika med méattet i den ligre dimensionen,
som #r den tredimensionella volymen.

SOom

14.2 Trippelintegraler — integration av funktioner av tre
variabler

Helt analogt med dubbelintegralen fér en funktion av tva variabler, kan man for
en funktion av tre variabler f(x,y,z) pa ett omrade D i R? definiera trippelin-
tegralen som grinsvirdet for Riemannsummor

S oy )V (R0,

ddr {R;} &r en samling ritblock {a; < z; < A;,b; < y; < B, < z; < Ci}
som ticker D. Overlappet mellan varje par av riitblock maste ha volym noll —
de far ha hogst en sida gemensam. Ritblock nummer ¢ har d& volym V(R;) =
(A; — a;)(B; — b;)(C; — ¢;) — langen ganger bredden ganger djupet. Punkten
(24,9:, z;) #ir ndgon punkt i R;. Notera att UR; — D &r de punkter som ligger
i rédtblocksunionen men inte i D, medan D — UR; #r de punkter som ligger i
D men inte i rdtblocksunionen. Dessa tva méngder maste krympa mot noll, ty
riatblocksunionen ska ju uppskatta D.

Om varje griansovergang gar mot samma tal d& indelningens finhet och
volymen av méngden (UR; — D) U (D — UR;) gir mot noll, s 4r f inte-
grerbar. Det tal som grinstvergangen gar mot betecknas med trippelintegralen

///f(x,y, z)dxdydz :



Zf(xiayiazi)V(Ri) — ///f(x,y, 2)dxdydz.
! D

Detta definierar trippelintegral, helt analogt med enkelintegral och dubbelinte-
gral.

14.3 Itererad integration

En trippelintegral av en integrerbar funktion f(x,v,z2) pa ett omrade D i R3
som &r ett rétblock ritblock D = {a <2 < A,b <y < B,c < z < C} ger tre
enkelintegraler med konstanta grianser. Emellertid kommer forsta integrationen
oftast att innehalla tva variabler som behandlas som konstanter (de tva som
inte integreras med avseende pa), andra integrationen innehéller en konstant
och den tredje integrationen dr en vanlig enkelintegral.

Sats 1 Om f dr integrerbar pé D = {a < x < A, b <y < B,c <z < C}, sd
kan trippelintegralen berdknas med itererad integration:

///f(x,y,z)dzr,dydz = /aA(/bB(/CC flz,y,2)dz)dy)dz.
D

I denna formulering gors alltsa x forst, direfter y forst, dérefter z. Den itererade
integrationen kan alternativt utforas i ndgon av de andra fem ordningarna: x —
z—>y,y—x— 2,y —>z—x,2z—x— yeller z >y — x. I virsta fall
kan integrationen utforas i bara en av de sex mdjliga ordningarna. Om den
kan utfoéras i flera av dem sa kommer de alla att ge samma resultat, ty det
dr bara olika sdtt att berdkna samma kvantitet: det som Riemannsummorna
konvergerar mot.
Integralen kan ocksa skrivas utan parenteser pa foljande sétt:

oo s [ 1
D >

///f(xay7z)d$dydz = /aA /bB /CC f($7y7z)dxdydz
D

Exempel 2 (916b) Berikna ///(%—I—%—&—%)dmdydz dir D dr kuben D = {1 <
D

eller

r<a,l1<y<a,l<z<al.

Losning: Vi har

///(l + = + l)cla:dyalz = /// ldaadyclz+ ///ldxdydz+ ///ldwdydz,
Ty oz T y 2
D D D D



och av symmetriskil méste de tre integralerna vara lika. Omradet dr sym-
metriskt, och man kan byta variabler i en av dem for att fa en annan av de tre.

Saledes:

1 1 1 1

///(— + =+ =)dadydz = 3/// ~dzdydz
Ty z x
D D
+1 a+1
dy/ —
1
1

{forsta integrationen} =

{inséttning av grinser for z} = d —dy
x
{andra integrationen} = Y= ~9tdx
51
{inséttning av grinser for y} = 3 / a’—dx
1 x
{tredje integrationen} = 3[a®Inz]{T!
= 3d’In(a+1)—a’*lnl
{In1ar0} = 3da’ln(a+1).

Det #r svarare att gora meningsfulla figurer for integrationsomradet for en trip-
pelintegral.

) 1,11 _ 9.2
Svar: ///(; + 5 + 2)dadydz = 3a” In(a + 1).
D
Det #r klart att inte alla grinserna behover vara konstanta — vi kan integrera
over andra omraden dn riatblock. Hér integrerar vi i forsta integrationen mellan
tva ytor (z = c(z,y) och z = C(x,y)), varefter vi har en dubbelintgral. Den

lsses genom att integrera mellan tva kurvor (y = b(z) och z = B(x)), foljt av
tva konstanter (x = a och x = A).

Sats 3 Om f dr integrerbar pd D = {a < 2 < A,b(z) <y < B(x),c(z,y) <
z < C(x,y)}, sd kan trippelintegralen beriknas med itererad integration:

B(x) C(%y)
// f(z,y, z)dzdydz —/ / / f(z,y, z)dz)dy)dx.
(z,y)

Exempel 4 (916e) Berikna /// xy?23dxdydz om D begrinsas av z = vy, y =

z,x =1 och z=0..

Losning: Variablerna = och y begrinsas av x = 1 och y = z. Dessutom ska
z = xy vara positiv (vi har grinsen z = 0), s& vi far ocksa kravet y > 0. S& z



gar mellan 0 och zy 6ver triangeln i xy-planet som bestdms av x =y till x = 1
och da y = 0 till y = 1. Detta ér grinserna.
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/// vy’ Bdedydz =
D

1 1
{forsta integrationen, i z-led} = /dy/ [my2124]§ydx
0 y
! L
{inséttning av grinser} = Z/ dy/ zySdx
0 y
I S
{andra integrationen, i z-led} = ﬂ/@ [x GV lazydy
1
{inséttning av granser} = ﬂ/ (y® — y'?)dy
0
1.1 1
{tredje integrationen, i y-led} = ﬂ(? — E)
_ 1
- 364

1

Svar: 5.

14.4 Variabelsubstitution i trippelintegraler

Om (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) dr en inverterbar avbildning fran D C R?
till £ C R? sa ar dess jacobian foljande matris av forstaderivator, som vi har
(minst) tre skrivsétt for:

T

8

/
f/}” _ O(z,y,2)
2 ) Owv,w)

= J(u,v,w).
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Determinanten av jacobianen dr funktionaldeterminanten:

Ty, Ty Ty
— / / /
F(ua v, ’LU) - det yu yv yw 9
/ / /
2y Zy 2w

och beskriver den lokala volymsforstoringen — dvs volymsférstoringen néra punk-
ten (u, v, w).

Sats 5 Om (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) dr en inverterbar och differentier-
bar avbildning fran integrationsomrddet D till ett omrdade E, och f dr integrerbar
pd D, sd gdller

// f(z,y, z)dzdydz = //f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,U,w))|F(u,v,w)|dudvdw.
D E

I integranden absolutbeloppet far vi en faktor som #r den lokala volym-
forstoringen (|J(u,v,w)|), pd liknande séitt som vi for en dubbelintegral fick
absolutbeloppet av den lokala ytférstoringen som en faktor i integranden. Man
kan séiga att

dxdydz = | F(u,v,w)|dudvdw.

Denna likhet kan ges en strikt matematisk mening, och har konkret mening
i en Riemannsumma, i vilket fall vi kan ersétta dz,dy och dz med sma tal
Az, Ay och Az som &r sidor i ett litet ritblock. D& dr vinsterledet AxAyAz
volymen av ritblocket, AuAvAw &r volymen av motsvarande ritblock efter
substitutionen, och faktorn |F'(u,v,w)| dr den lokala ytférstoringen, som ocksé

kan skrivas %. Alltsa

_ AzAyAz

[F(u, v, w)| > AuAvAw’

Sa
AzAyAz = |F(u,v,w)| AuAvAw

ar hogst rimligt.
Exempel 6 (921q) Berikna ///(z —y — z)dzdydz over omrddet D som be-
D

grinsas av planenx+y+z2=0,c+y—2=0,z—y—2=0 och 2x —z = 1.

Losning: Enklaste séttet att hantera geometrin dr hir att sdtta v = x+y+z,
v=x+y—zochw=x—y—z Dabliru=0,v=0och w=_0 gransytor till
omradet, och griinser i den itererade integralen efter variabelsubstitution. Men
vad blir ytan 22 — z = 1 i variablerna u, v, w?

Vi loser ut = och y som funktioner av u, v och w, det behover vi dven for
att uttrycka integranden x —y — z i w, v, w.

Subtraktion avu = z4+y+2 och v =x+y—z ger 2z = u—wv, alltsa z =
Subtraktion avv =z +y—zochw=x —y— 2z ger 2y = v — w, alltséd y =

u—uv

v—

2

S



Kvar ér att 1osa ut . Fran w = x — y — z far vi x = w 4+ y + 2, och inséttning

ger
+v—w+u—v u—+w
Tr=w =
2 2 2

Sa ytan 2z — z =1 &r

u -+ w U—v
2 — =1
2 2 ’

alltsa %u—i—%v—i—w = 1. Detta &r ett plan som skér koordinataxklarna i (u, v, w) =
(1,0,0),(0,2,0) och (0,0,2).

Dérmed kan vi bestdimma den itererade trippelintegralens grinser. Om vi
integrerar w forst ska d& w g& mellan w = 0 och detta plan, dvs w = 1— %uf %v.
Detta plans skiirning med w = 0 &r %u + %v = 1, som ger grédnserna i andra
integrationen. Tar vi den i v-led s& blir granserna fran v = 0 till v = 2 — u.

Slutligen blir da grianserna i u-led v = 0 till u = 2.

Integranden blir

w.
Funktionaldeterminanten &r
O(u,v,w) 11 1
Dz 2) =1 1 -—1|=—4.
(y.2) || 1 _1
Sa gkt = —4, och drdydz = tdudvduw.

Vi far da integralen

///(:r —y — z)dxdydz = ///widudvdw,
D E



vilken kan beriknas som itererad integral:

///(:rfyfz)dzdydz . %/()Q(Agu(/()léuavwdw)du)du
D

1 2 2—u 2 Clu_1l,
{w-integration} = —/ ( [w—](l) 27 2 dw)du
1 2 2—u 1 1
{inséittning av granser} = —/ (/ (11— zu— -v)%dv)du
8Jo o 2" 73
12 2, 1 1.
{v-integration} = g/o [75(1 35U iv)d]g_“dv)du
12 11 1
insiittni ; = [ (1-2u-=2-w) - (1 - zu)?)d
{inséttning av grinser} o), (( 5 U 2( w))® — ( 2u) )du
{forenkling} = S 2(1u3 — Zu? 4 Su—1)du
&7 T1g ), 8" T4" T3
1.1 1 5 3
{u-integration} = 7E[§u4 - Zud + ZU2 —uj3
1.1
{inséttning av grinser} = fﬁ(i -2+43-2)
_ 1
T

Svar: ///(w —y — 2)dadydz = 3.
D

14.4.1 Cylindriska koordinater

Polidra koordinater &ér en tvadimensionell variabelsubstitution. Polédra koordi-
nater i tre dimensioner déir bara z-koordinaten far hinga med oféréindrad kallas
cylindriska koordinater. Alltsa:

z = 17cost
y=rsinf
z=2z

Geometriskt kan variabelsubstitutionen kiinnas igen pa dess koodinatytor:
r =konstant, # =konstant och z =konstant. Om dessa ytor #r begrinsningar i
en trippelintegral sa talar det for att cylindriska koordinater bor anviindas, ty
da blir motsvarande integrationsgrinser konstanter.

Ytorna z =konstant #r givetvis plan parallella med xy-planet.

En koordinatyta € =konstant kommer fran motsvarigheten for polira koor-
dinater: som &r en stréle fran origo med vinkel @ till positiva z-axeln. Eftersom
ekvationen 6 =konstant inte sédtter nagot villkor for z, ér alla z under och 6ver
stralen tillatna. Det ger ett halvplan som "startar" i z-axeln och har vinkel 6
till positiva x.axeln.



En koordinatyta r =konstant ir en cylinder med z-axeln som centrumaxel.
Den "#rvs" fran polidra koordinater, déir r =konstant dr en cirkel med centrum
i origo. Eftersom virdet pa z inte begrinsas pa nagot sitt av en ekvation
r =konstant satisfieras denna ekvation av alla méjliga vérden pé z (uppat och
nerat), vilket ger en cylinder fran cirkeln.

For att gora en variabelsubstitution med cylindriska koordinater behover vi
dess funktionaldeterminant. Den &r ldtt att berédkna:

x, xy o cos sinf 0
det | y. yp v. | =|—-rsinf rcosf 0.
z. zy 2, 0 0 1

Tredje raden och tredje kolonnen bestar av enbart nollor utom en etta — vilket
avspeglar att cylindriska koordinater &ér en tvadimensionell substitution som
ocksa kan anvindas i tre dimension. Om determinanten utvecklas lings tredje
raden sa fas

cos 0 sinf 0 0 in 6
—rsin® rcos 0| =] S .
0 0 1 —rsinf rcosf

vilket &r precis funktionaldeterminanten for poldra koordinater i tva dimen-
sioner. Vi har redan beriiknat den till r. Saledes giller for cylindriska koordi-
nater att

dxdydz = rdrdfdz.

Exempel 7 Berdikna /// mdxdydz ddir D dr omradet som begrinsas av

D
0<z+y,0<z—y,1<2<2o0chz?>+y% <L

Losning: Omradet ér en del av en cylinder, och begrinsas av enbart ko-
ordinatytor for cylindriska koordinater. Begrinsningen 0 = z + y svarar mot
0 =—7%,0=2x—ysvarar mot § = 7, och 22 + y? < 1 siiger att r < 1.

10



Detta ger omradet £ = {(r,0,2) :0<r<1,-Z <0< Z1<z<2}

1 1
D E
2 Z 1 1
- /1(/%(/0 ——rdr)do)dz

S| _
{r-integration} = /1 (/4 [5 In(r? + 2)]"=d0)dz

ISE
ISE

12 %
{inséttning av grinser} = B / (/ ’ (In(l 4 2) —Inz)df)dz
1 /=3

z 2
= %/ d9/ (In(1+2) —Inz)dz
-z 1

= S CDIEHDImE D) 2

= 7(3In3—-2In2—-2In2+1Inl)
= 7(3ln3—4In2)
9

n-—.

8

DO |

Il
3

Vi anvéinde i sista integrationen att [In(z +a)dz = (z+a)In(z+a)—2+C
med a =1 och a = 0.
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