Nr 19, 3 maj -05, Amelia 2

19 Integralkurvor, potentialer och kurvintegraler
i R? och R?

19.1 Integralkurvor

En integralkurva r(t) = (x(t),y(t)) till ett vektorfilt F(z,y) &r en kurva dér
vektorfiltet dr en tangent till kurvan i alla punkter som kurvan gar genom. En
kurva (x,y(x)), som &r grafen till funktionen y(x), har forstas lutningen y'(z),
och motsvarande lutning for en vektor F(z,y) &r F,/F, Féltets riktning i en
punkt kan givetvis beskrivas som denna lutning. Vi paminner om att derivatan
av en funktion f(x) #r fordndringen i y-led (f(x + h) — f(z)) dividerat med
forandringen i z-led (h).

Med denna likhet mellan lutningar kan vi bestimma integralkurvorna till
ett vektorfilt F(x,y) genom att losa differentialekvationen

/ o Fx(:c,y)

Exempel 1 Bestim integralkurvorna till vektorfiltet ¥ (z,y) = (y, —x).

Losning: Har ar F, =y och Fyy = —z, sa vi far differentialekvationen
—x
/
Yy (LL') =
Y
dvs
yy'(z) = —a.

Denna ekvation #r separabel, och vi far

/ydy = —/xdw,

2
y T
L - _Z .0
2 2 +0
y2—|—$2 = 2C

som for varje C' > 0 dr en cirkel. Integralkurvorna till vektorfiltet F(z,y) =
(y, —z) &r sdledes cirklar. Man kan se i foljande figur att pilarna dr tangenter till
integralkurvorna (man far integralkurvorna genom att "binda ihop pilarna").
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Integralkurvor till (y, —z) &r cirklar.

Svar: Integralkurvorna till F(z,y) = (y, —z) &r cirklar y* 4+ 2* = 2C.

Exempel 2 Bestim integralkurvorna till vektorfiltet F(x,y) = (y, £).

Losning: Hir far vi differentialekvationen
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Vektorfaltet (y, T).
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Integralkurvor y = In |z| + C.

Svar: vektorfiltet F(z,y) = (y, £) har integralkurvorna y = In|z| + C.



19.1.1 Bevis av Greens formel

Vi har sett att Greens formel ofta #r anvindbar som metod att berikna en
kurvintegral:

Sats 3 (Greens formel) Om vektorfiltet har kontinuerliga partiella deriva-
tor Py och Q, dverallt i D innanfér den enkla slutna orienterade kurvan I'
som genomldps i positiv led och dr rand till omradet D, sd kan kurvintegralen
berdknas som foljande dubbelintegral:

/FP(w,y)d:r + Q(z,y)dy = //(Q; — P,)dzdy.
D

Som vi ska se hiirnést kan Greens formel bevisas viisentligen genom upprepad
integration av dubbelintegralen.
Bevis av Greens formel: Greens formel kan betraktas som tva formler:

/P(x,y)dm = —//Py’dmdy och
r
D

/FQ(% y)dy / Qg dudy.

D

Addition av de tva ger Greens formel. Vi kommer hér att ngja oss med att visa

den forsta
/P(:E,y)d:c = 7// P, dxdy
r
D

i fallet att omradet éir D = {a <z < b, f(z) < y < g(z) d& a < < b} och
f(a) = g(a) samt f(b) = g(b). D& far vi inga vertikala sidor: linjer x = a och
y=b.
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Omradet f(z) <y < g(x).



Da kan vi berikna dubbelintegralen med itererad integration, genom att inte-
grera i y-led forst. Dessutom har vi da en primitiv funktion till integranden
P, (x,y), ndmligen funktionen P(z,y).. Vi far

) b 9(x) ,
// P, dxdy / dx/ P,dy
5 a f(@)
b

— 9(z)
= /(I[P(x,y)]f(x)dx

- / (P(z, g(x)) — Pz, f(x))de.

Lat oss nu & andra sidan beréikna [, P(z,y)dz. Lat oss kalla den undre
kurvan I'y och den 6vre I'y, sa I' =T’y + I'y. Vi far

/FP($,y)dw_/Ff P(:z:,y)d:r+/rg P, y)da.

Vi har parameterframstéllningarna (¢, f(¢)) och (¢,g(¢)) dér ¢t pa 'y gar fran a
till b. P4 I'g har vi omvéind riktning, dvs fran b till a. Med detta val genomlops
kurvan T' i positiv led, som ju foreskrivs i Greens formel.

Bada parameterframstéllningarna ger dx = dt, och vi far

AP(w,y)dm

/Ff P(m,y)dm—i—/ P(z,y)dx

b l—‘ya
— / P(t,f(t))dt+/b Pt g(t))dt
{byt integrationsordning} = /b P(t, f(t))dt — /b P(t,g(t))dt

b
{samma intervall - sla ihop} = / (P(t, f(t)) — P(t,g(t)))dt..

Jamforelse med / / Py’dmdy efter den itererade integrationen visar att / / P;dmdy
D

D
och [ P(x,y)dx skiljer sig bara med tecknet, vilket &r just vad

/P(:E,y)d:c = 7// P, dxdy
: D
séger.

Det dr nu litt att generalisera detta bevis nagot, genom att stryka villkoren
f(a) = g(a) och f(b) = g(b). Da kan det ocksa finnas vertikala begrinsningskur-
vor.
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Dubbelintegrationen paverkas inte alls av detta. P& dessa kurvor har vi parame-
terframstéllningarna (a, t) respektive (b, t), sa vi far en vertikal tangentriktning:
2'(t) = (0,1). Det betyder att dz = 2'(t)dt = 0dt = 0, s& P(z,y)dz = 0 pa en
vertikal linje. Vertikala linjer ger alltsa inget bidrag till kurvintegralen heller.

19.2 Beridkning av potential
Vektorfiltet

F(‘Tryv Z) = (Fl(ma Y, Z)a FQ(I’ya Z)’ F3(‘T7yv Z))

har en potential om det finns en funktion U(z,y, ) s& att

U; = Fi,
Ul = B,
Ul o= F

De tre likheterna kan skrivas som en vektorlikhet:
grad U =F.

Ett filt som har potential kallas en konservativt filt. Om F har en potential
(&r konservativt), och denna dr kiind, kan en kurvintegral av F beriknas pa
enklast mojliga sétt:

/ F - dr = U(kurvans slutpunkt) — U(kurvans startpunkt),
r
eller alltsa (eftersom grad U = F)

/ gradU-dr = U(kurvans slutpunkt) — U(kurvans startpunkt).
r

Detta ér mojligt pa grund av att kurvintegralen av ett konservativt filt &r
oberoende av viigen. D& &r den endast beroende av start- och slutpunkt.



Exempel 4 (1125) Bestim konstanten a sé att F =(y+2z,x+ 2z, ax+2y) har
en potential. Berdkna integralen .frgmdf-dr dir T dr skruvlinjen (cost, sint, 3t),
fran (1,0,0) tll (1,0, 6m).

Losning: Vi har tre villkor pa potentialen U :

U, = y+2z,
Uz// = x4 2z
U, = azx+2y.

Fran den forsta ekvationen far vi genom z-integration
U=uzy+2xz+ f(y,2),

dir f(y,z) #r en ur z-integrationen uppkommen "konstant" (m.a.p. x). De-
rivering av U m.a.p. y och jamforelse med den andra ekvationen ger ett villkor

pa f:
U, =40+ f,(y,2) = {andra ekv.} = z 4 2z.

Vi maste alltsa ha f; (y,z) = 22. Det ger f(y, z) = 2yz, alltsa
U=u2ay+2zz+ 2yz.
Derivering m.a.p. z och kontroll med den tredje ekvationen ger nu
U. =0+ 2z + 2y = {tredje ekv.} = az + 2y.
Denna giller endast om a = 2. Da #r filtet konservativt med potentialen
U =xy+2zz + 2yz.

Vi viljer alltsa enligt uppgiften a = 2. Kurvintegralen blir da

/ gradf - dr
r

Svar: a =2, [..gradf - dr =127.

U(1,0,6m) —U(1,0,0)
= 127 —-0=12m.

19.3 Kurvintegraler i planet med Greens formel eller po-
tential

Exempel 5 (1019) Berikna % (e cosx —y)dx + (2zy + arctan y?)dy i positiv
r
led lings randen till omradet 2> — 3 <y < %x?

Lésning: Hir ér F(z,y = (P(z,v), Q(z,y)) = (e cosz —y, 2y +arctany?).
Termen arctan y2 ser besviirlig ut att integrera, vilket #r ett tecken pa att Greens
formel bor anviindas. Dér deriveras ocksa filtets y-komponent (Q(z,y)) m.a.p.



x, ty 1 Greens formel &r integranden @/, — Pé, s& vi kommer att fa 6% arctany? =
0. Detta problem forsvinner. Vi far

Q. — P,

% (2zy + arctan y?) — % (e cosx —y)

2y+0—-(0—1)=2y+ 1.

Kurvan #r sluten vilket ocksad underléittar med tanke pa Greens formel — vi
behover inte ldgga till ndgon kurva for att gora den sluten.

3757

Integrationsomradet D.

I dubbeintegralen har vi griinserna i y enligt 22 —3 <y < %x? De tva kurvorna
skir varanda da z? — 3 = i:ﬁ, dvs 2% = 4, si x = +2. Greens formel ger nu

(2zy + arctan y*)dy

]{(e“c cosx — y)dx +

}/(Qy + 1)dzdy

2 z2-3
/ da:/ (2y + 1)dy
—92 %132
2

/ (0 + ) e
) 4

2
| (@34
—2

BRIV I
3) (4£E) 4$)dx

2
15, 21,
= St - = d
/_2(16:L' T +6)dx
3 7
= 2[1—6955—1363—&—630](2)
_ 3 5 7 3 —
= 2(16x — ¢ +6) = 8.



Svar: ]{ (e* cosx — y)dx + (2zy + arctan y?)dy = 8.
r

Exempel 6 (1015) Berikna fr (l_yz)((ff;%;wz)dy lings en halvcirkelbdge i forsta
kvadranten fran (0,0) #ill (1,1).

Losning: Man kan forsoka ridkna ut var centrum for denna kvartscirkel ér,
men det behover man inte om man finner att filtet ér konservativt. Féltet &dr
inte definierat da 1 4+ 2y = 0, dvs y = —%. Sa vi maste halla oss borta fran
denna kurva.

Lat oss prova att rikna ut en potential. Da ska de tva ekvationerna

U =P
U, o= Q

gélla for nagon funktion U(z,y). Gar det inte att losa ekvationerna sa finns det
ingen potential, dvs filtet ér inte konservativt.

. y 2 2
Vi har vektorféltet F(z,y = (P(z,y), Q(x,y)) = ((11—4-;70/;)2’ (11-5-—911/)2)’ och den

forsta relationen U, = P ger

r 1_y2
U, = 7(1+xy)2,sa
1fy2 117y2
/(1—&-363/)2 v y1l+zy 1)
1 1
= (y—§)1+xy+f(y)-

Nér vi integrerar variabeln x far vi en "konstant (m.a.p. )" f(y), som givetvis
kan vara beroende av den andra variabeln y. Deriverar vi hogerledet m.a.p. x
s& forsvinner f(y), och vi far tillbaka integranden ﬁ igen.

Om denna funktion uppfyller Uz/; = @ sa #r filtet konservativt. Dvs, vi
deriverar m.a.p. y :

0 1 1

a—y((y— y)l g + f(y))

1.1 1.z
( y2>1+wy W y)(1+wy)2
1 T

1 /
= (1+?+2§)m+f(y)

U, =

+ f'(v)

y? 4+ 2xy + 1

= gy TV

y? + 2y + 1

= m + f'(y) = {krav for potential}

1—=z
= Qz,y) = At

2



ey + 1) Py (2ey 2+ 1)
Kan vi vilja f(y) s detta gar ihop? Vi far
1 — a2 y? 4+ 2xy + 1
(I+zy)?  y?(1+ay)?
y2_y2x2_y2_2xy_1

flly) =

y?* (14 zy)?
_ 7y2;132 + 22y +1 o (mer 1)2
y?(1+ay)? v2(1+ zy)?
1
{forkortall} = ——
Y

Vi fick nagot som blev oberoende av z. Alltsa kan vi bestdmma f(y), vilket
betyder att potentialen existerar (dvs att filtet dr konservativt). Kravet f/(y) =
—y% ger f(y) = é, sé en potential &r

1 1 1

Uz, = - - + =

(z,9) (y y)ny 5
oz Hy
1ty

Det var i detta fall en lang kalkyl att bersikna potentialen (och samtidigt avgsra
om den finns). Fordelen med att bestdmma en potental dr att man da inte
behover gora nagon integration alls. Analogt med en primitiv funktion fér en
enkelintegral (f; f(z)dx = F(b) — F(a)) har vi ndmligen att

(1—y?)de+ (1 —a)dy B

eftersom T' gar fran (0,0) till (1,1), om potentialen &r definierad lings hela
kurvan. Sa &r fallet om vi inte passerar den kurva dér ndmnaren &r noll, som
ry = —%. Vi far da att

/ (1 —y?)dx + (1 — z?)dy
r (1+ay)?

— U(1,1) - U(0,0)

sy, _ 1+1 040

}

l+zy’ ~ 1+1-1 140
= 1.

{inséttning av

. 1—y?)dz+(1—z?)dy
Svar: [. -y )(1-&-36;)2 Jdy _

19.4 Kurvintegraler i rummet

Om F ir ett tredimensionellt vektorfilt, som dessutom beror av tre variabler z,
y och z, sd har vi

F(x,y,z) = (Fl(lt,y,z),FQ(LE,y,Z),Fg(I,y,Z)).



Om I &r en kurva i rummet med parameterframstéllningen r(t) = (z(t), y(t), 2(t)),
t fran a till b, sa &r kurvintegralen definierad som enkelintegralen

b
/FF-dr:/ F(a(t), y(t), 2(1)) - ¥'(t)dt

dar v'(2) = (2'(£),y'(2), 2 (t))-
Exempel 7 (1120) Berikna [ xdx+ydy+zdz dir T dr kurvan (t cost, tsint, t)
fran (0,0,0) till (7,0, —).

Losning: Vi har vektorféltet F = (x, y, z). Hér &r kurvan redan given genom
en parameterframstéllning. Punkterna (0,0,0) och (7,0, —7) svarar mot vir-
dena t = 0 och ¢t = 7. Kurvan &r en spiralkurva pa ytan av en kon:

Parameterframstéllningen r(t) = (¢ cost, tsint, t) ger tangenten r'(t) = (cost—
tsint,sint+tcost, 1). Virdena for vektorfiiltet F = (z,y, z) pd kurvan (¢ cost, tsint, t)
fas genom att séitta in © = tcost, y = tsint och z = .

F = (z,y,2) = (tcost, tsint,t).
Kurvintegralens integrand F(x(¢),y(¢), z(t)) - r'(t) &r da hir

F(z(t),y(t),z(t)) -v'(t) = (tcost,tsint,t)- (cost —tsint,sint + tcost,1)
= tcos’t —t?costsint + tsin®t +t? costsint + ¢
{en trigonometrisk etta} = 2t.

Kurvintegralen #r da

/F-dr =
r



Svar: [ zdz +ydy + zdz = 7.

Exempel 8 (1123) Lat f(z,y,z) = (v + 2) hu/%. Berikna [.gradf - dr ddir
T dr rdta linjen fran (0,1,0) tidl (1,1,2) och ddrifrin rita linjen till (1,0,0).

Losning: Hér dr f en potential till grad f. S& fpgrad f+dr &r oberoende av
vigen, och

/ grad f-dr =f(slutpunkt)— f(startpunkt)
r

om vi dr inom det omrade dér f dr definierad. Sa &r fallet om }Zi&i > 0. Vi har
inga problem om y > —3 och z > —4. S4 #r fallet for hela kurvan, dir y > 0
och z > 0.

Vi far da

/gradf cdr =
r (1,0,0)

3 4 3. 3
= 31n\/;—21n\/;—§lnz.

Svar: [.grad f-dr =3In3.

y+3
z+4

y+3
z+4

(z+2)In (z+2)In

(0,1,0)
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