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12 Dubbelintegraler: itererad integration och
variabelsubstitution

12.1 Itererad integration — ytterligare exempel

Exempel 1 (920a) Berikna // mdxdy om D = {1 <9z? +4y* < 4}.
D

Losning: Begrinsningskurvan 1 = 922 + 4y? kan hir skrivas som

s det ar en ellips med halvaxlar & och 3. Begréinsningskurvan 4 = 922 + 4y?
kan vi skriva som 1 = (%)?+ (4)? — hér &r halvaxlarna 2 och 1. Vi har omradet

3
mellan tva, ellipser.4 = 92 + 432

125 T

Detta omréade blir enkelt med elliptiska koordinater:

i

y = 5rsind

{ x = trcosf
ty da svarar omradet mot » = 1 och r = 2. Det kan man se genom att sitta in
dessa koordinatsamband i begrinsningskurvornas ekvationer ovan. Grénserna i
0 blir # = 0 till @ = 27. Emellertid blir inte integranden enkel hiir, som vi ska
se senare.

Vi anvinder istéillet det andra alternativet, som &r bra for integranden men
inte sa bra fér omradet, ndmligen polédra koordinater:



y=rsing ’

{ x = 1cosb

Pa kurvan 4 = 922 + 432 har vi da 4 = 9r2 cos? 0 + 472 sin” 0 = 5r2 cos? § 4 412
: 5 2 220 2 Tl se _ 2 2 _ 2 2
om vi anvénder cos” 6 4 sin” 6 = 1. Sa har dr r = —=—= o Pal=92"+4y

far vi pa liknande séitt r = m. Alltsa:
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V5 cos2 6+4 1
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Nu ger
1
COS2 9 = 5(1 + cos 29)
att
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ty fOQTr cos 20df = 0, vi integrerar tva hela perioder av cos 26.
Med elliptiska koordinater

x = %TCOS@
y=grsing ’

har vi foéljande funktionaldeterminant:

Leos® —Lrsing
% : 13 0
5sinf  57rcos

1 1

g oo Orcosf — (—Er sin 6) sin 0
1 1

= —r(cos®f +sin? ) = i

Integranden blir:



1 1
(22 +y?)? (972 cos? 0 + 4y? sin® )2
1 1
72 (9 cos?  + 4sin” §)2’

som har en besvirligare ndmnare. Den kan dock losas med substitutionen
tand = t.

Svar: //dedy =37,
D

Exempel 2 (920b) Berdkna // dedy om D= {1 <az?+9y* <4}
D

Losning: Hér har vi omradet mellan tva cirklar

y
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+
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Omrade begrinsat av 1 = x? + y? och 4 = 22 + 92,
Vi ség i forra uppgiften att med elliptiska koordinater
{ z = 1rcosf

y=3rsing ’

har vi funktionaldeterminanten

|3(x,y)| _1
ar,0) 6

6

Den inre begrinsningskurvan fas uttryckt i elliptiska koordinater genom in-
sdttning av koordinatsambanden:

1 1
1 = 224+ = §r2 cos? 0 + ZTQ sin? @ = {trig. ettan}
1 1 5
= r’4 (Z - §)r2 sin? 0 = r?(1 + 36 sin? ),



och 4 = r2(1 + %sin2 0) for den yttre grinsen. Grénserna #r alltsd r =
moch r = \/&3%@%&6 som i forra fallet, fast det #r en annan sub-

stitution (och annat omrade — de tva samspelar).
Observera, ocksa att 922 4+ 4y? = r? med dessa elliptiska koordinater. Vi far
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som kan 16sas med samma metod som i forra exemplet. Det ger

Svar: // dedy = %ﬂ'.
D

Exempel 3 (921g) Berikna //m—lzln Ydedy om D={1<z+y<2,1<2<
D

2).
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Omradet 1 <z +y <2,0och 1 <4 <2,

Losning: Omradet leder oss till substitutionen

U=x+Y
v=1%
Vi har funktionaldeterminant
d(u,v) 1 1 1 vy x4y
=l_y 1=zt 5 =%
3($, y) z2 r T x




sa
oz,y)
o(u,v) x4y’
Vi kan 16sa ut = och y i termer av u och v. Det ger zv =y insatt i u =x+y =

T + vz, alltsd © = ch y = 747.54 funktionaldeterminanten &r

H1°
A(z,y) x? B U
o(u,v) x4y (v+1)2

Vi far integralen

2
/ —1n dxdy = //(v+1) In v dudv
(v+1)2

= / —du/ Invdv = [Inu)[v(lnv — 1))
= In2(2(In2-1)—(In1—-1)) =In2(2In2 —1).

Svar: // 4 In4dzdy =In2(2In2 — 1).

Exempel 4 (921g) Berikna // dedy om D dr triangeln med hérn

i (0,0), (1,0) och (1,1). K

Losning: Poldra koordinater gor integranden l4tt (observera funktionalde-

terminanten r):
r




Linjen y = x svarar mot 0 = 7, y

Integrerar vi r forst far vi
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=0mot # =0 ochx =1 ger rcosf = 1.
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/ / (1 +7"2

I 1 8 "
/o 21+r2]

—)do

I o
[ o

cos? 6
© cos20+ 1 oo Y

/ 00820+ 1d0

1
2
1
2
1
2

Denna enkelintegral kan vi klara genom att forlinga med 1/cos?@ i riitt
6gonblick sa att man far tan 6 overallt, och sedan substituera t = tan 6. Da &r

0 = arctant och df = t2+1

1[5 1
= ——df =
2/0 cos?6+1

{forling nu med 1/cos®0} =

Det ger en rationell funktion att integrera.
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= —dt== | ——dt.
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Svar: // dedy = \/— arctan \}5

D



