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9 Dubbelintegralens definition

9.1 Enkelintegralen

En ursprunglig tolkning av en enkelintegral ér arean under dess graf — dvs arean
mellan funktionsgrafen och z-axeln. D& riknas areor under (séder om) z-axeln
negativt. Areor for rektanglar, som ju dr basen ganger hojden, anviinds for att
definiera Riemannintegralen, som skissas hérnést.

9.1.1 Integrerbarhet

En begrinsad funktion f(z), definierad pa ett intervall [a, b], &ir integrerbar om
den kan "godtyckligt noga" uppskattas med tva styckevis konstanta funktioner!
u(z) och 6(x). Hér u(z) dr en underfunktion (u(z) < f(x) sverallt) och 6(x) dr
en overfunktion (6(x) > f(z) overallt). Kravet for integrerbarhet (betydelsen
av "godtyckligt noga") #r att hur litet fel € vi dn krdver si finns det en under-
funktion och en 6verfunktion till f(z) s& att arean mellan de tva inte dr storre
én €. Samma sak i formler: for alla ¢ > 0 finns det styckevis kostanta funktioner
u(z) och 6(x) sd att u(x) < f(z) overallt och 6(z) > f(x) overallt sd att

b
/ (6(z) — u(z))dx < e.

Hér ar fab(é(x) —u(z))dx 14tt att definiera som arean av en samling rektanglar,
eftersom wu(z) och 6(x) &r styckevis konstanta funktioner. Arean av en under-
och overfunktion kallas en under- och éversumma.

Integralen ff f(z)dz definieras da som det tal som ligger mellan alla under-
summor och alla 6versummor till f(z). P4 grund av integrerbarheten, beskriven
ovan, finns det bara ett saddant tal.

Eftersom arean mellan u(z) och é(z) técker grafen till f si kan man séga
att integrerbarhet betyder att grafen till f ska kunna téickas av rektanglar som
har hur liten total area som helst. Det &r klart att man i allménhet behover en
fin indelning och ett mycket stort antal smé rektanglar for att uppna en mycket
liten sddan total area.

Man kan visa att alla begrinsade kontinuerliga funktioner ér integrerbara.
Aven alla styckevis kontinuerliga begrinsade funktioner ér integrerbara. Det dr
inget problem om funktionen gér hopp i vissa punker, ty arean 6ver en punkt
dr noll, det &r en rektangel med bredd noll. En méngd av en éndligt antal
enstaka punkter dr en nollmingd, det gor inget for integralens viirde om vi
dandrar funktionsviirdena pé en nollméngd. Nollméngder inte dr sérskilt viktiga
for enkelintegralen, men viktigare for dubbelintegralen.

IEn funktion #r styckevis konstant pa intervallet [a.b] om [a,b] kan delas upp i #ndligt
méanga delintervall sa att funktionen dr konstant pa varje delintervall.



En uppriknelig méngd punkter &dr ocksa en nollméingd, men ett helt intervall
[a,b] av reella tal (om a < b) &r inte uppriknelig, och inte en nollméngd (det
finns dock 6verupprékneliga nollméngder).

9.1.2 Raékneregler for integration

Fran rektangelareorna som integration av styckevis konstanta funktioner svarar
mot, drver integralen ett antal rékneregler. Det finns manga rékneregler (och
ddrmed arbetssitt) som #r anvindbara d& en integral ska studeras.

b b
/cf(x)dx = c/ f(z)dz (I1: linjaritet 1)

/ab f(z)dx + /ab g(z)dx

(I2: linjaritet 2, horisontell uppdelning)

b b
[ t@ae < [ g om fe) < g(o) iz € fat

(I3, monotonicitet)
b d b
d d d
[ rwis = [ saaes [ @

(I4, vertikal uppdelning)

b
/ ((2) + g(o))de

Har &r intuitiva tolkningar av dessa rikneregler:

1. Om vi multiplicerar alla rektanglars héjd med en kontant ¢, sa multi-
plicerar vi den totala arean med en konstant c.

2. Om vi placerar tva rektangelsamlingar ovanpa varandra ( f(z) 4+ g(x)) s&
dr arean samma som om de berdknas var for sig.

3. Om vissa rektanglars hojd okar, och ingen minskar, sa ckar totala arean.

4. Arean fran viinster fram till en viss punkt d plus aterstoden av arean #r
lika stor som hela arean.

9.1.3 Riemannsummor

En Riemannsumma till en funktion f(z) pa [a,b] behover inte vara en under-
eller 6versumma. Det &r arean av en styckevis konstant funktion pa [a,b] vars
hojd for varje delintervall édr nagot funktionsvirde i delintervallet. Dess area
dr darfor mellan varje under- och ¢versumma, och konvergerar ddrmed mot
f; f(z)dz om indelningens finhet gar mot noll. Grénstvergangen dr enklast om
integrationsintervallet for Riemannsumman #r indelad i lika stora delar. Om
vi har n intervall har da varje delintervall ldingden b*Ta, och grinsovergangen
betyder att n — oo.



9.1.4 Areafunktioner och primitiva funktioner

Om man later ena grinsen i en integral variera, vi kan kalla denna grins z,
s& har vi en funktion av x, som kallas en areafunktion till den funktion som
integreras. Alltsa: F(z) = [ f(y)da &r en areafunktion till f(x). Man kan ocksé
definiera en primitiv funktion F(z) till f(z) som en funktion vars derivata
ar f(x), dvs F'(x) = f(z). Analysens huvudsats séger att om f &r kontinuerlig
och integrerbar, si ér en areafunktion en primitiv funktion, dvs om F(x) =
[ f(y)dx s& &r deriverbar och F'(z) = f(z). Denna sats gér att man kan
konstruera regler for hur man bestdmmer primitiv funktion till en funktion fran
deriveringsregler.

Standardderivator ger standardintegraler. Derivering av produkt ger upphov
till partiell integration. Kedjeregelns motsvarighet ér variabelsubstitution. I
bevisen av partiell integration och variabelsubstitution #r det bara att (pga
analysens huvudsats) derivera integralerna, d& satserna reduceras till derivering
av produkt respektive kedjeregeln.

9.1.5 Generaliserade integraler

Om f(z) &r obegrinsad i punkten b i intervallet (a.b), eller om intervallet &r
obegriinsat, i vilket fall b d&r oo, s kan integralen definieras énda i vissa fall.
Detta dr s.k. generaliserade ingegraler. En sadan integral &r konvergent
om gransvirdet

lim /y f(z)dz

y—b

ar konvergent, annars divergent. Man kan da exempelvis visa att

/ z%dx
1

ar konvergent om och endast om a < —1, och att

1
/ z%dx
0

4r konvergent om och endast om a > —1. Sa bade [~z 'dz och fol z tdx
ar divergenta, ty Inz (primitiv funktion till z=1) 4r obegrinsad bade da z =
0 och d& z — oo. Man kan undersvka om andra generaliserade integraler &r
konvergenta eller divergenta med jimforelsesatser for gransvirden med andra
integraler, varav floo x%dx och fol x%dx ar de viktigaste att jamfora med.

9.2 Dubbelintegralen

Vi har sett att en funktion f(z,y) av tvd variabler, definierad i ett omrade
(z,y) € Dy C R? kan tolkas som en yta. D4 tolkas funktionsvirdet f(z,y) som
hojden i punkten (x,y). I parameterform &r detta punkterna (x,y, f(x,y)) € R?,



da (z,y) € Dys. En naturlig fraga &r hur stor volymen &r for omradet mellan
denna yta och xy-planet, dvs volymen av punktmingden

{(x,y,z):Oﬁzgf(x,y),(:r,y) GDf}

om f(x,y) ir en positiv funktion. Analogt med enkelintegralen, sa riiknas voly-
mer under xy-planet negativt.

Man kan konstruera dubbelintegralen som denna volym. Konstruktionen
dr analog till konstruktionen av enkelintegralen, men olika frimst pa ett sitt:
geometrin i planet R? kan vara viisentligt mer invecklad #n i R. For en enke-
lintegral lever integrationsintervallen pa R.

Berdkning av en dubbelintegral reduceras néstan alltid till att berdkna tva
enkelintegraler. Beridkningstekniken for enkelintegraler dr dérfor helt fundamen-
tal fér berdkning av dubbelintegraler.

9.2.1 Riemannsummor

En Riemannsumma for en funktion f(z,y) i en rektangel D = {a <z < b,c <
y < d} C R? dr en indelning av rektangeln i disjunkta delrektanglar Dy sé att
Uk;jDij = D. Varje delrektangel Dy; har area |Dy;| och definierar ett rétblock
vars hojd &r ett funktionsvirde i en punkt zy; i rutan Dy;:

> f@k, ;)| Dyl

k,j

Om varje Riemannsumma konvergerar mot samma viirde d& indelningens finhet
gar mot noll, dvs arean av den storsta rutan i indelningen gar mot noll, sa &r
funktionen (Riemann-) integrerbar. Virdet av dubbelintegralen

/ / f(z, y)dudy

dr det virde som alla Riemannsummorna konvergerar mot. Vi illustrerar for-
farandet med ett exempel.

Exempel 1 (902) Ange en Riemannsumma for // axydxdy dé D ={0 <z <
D

1,0 <y < 1}, dir varje delruta har sida %, och berikna dubbelintegralen genom
att lita n — oo.

Losning: Har ar f(z,y) = zy. Lat © = k/n, k = 1,....,n och y = j/n,

j=1..,n,s8 f(zky;) = %% Varje ruta har area, sa |Dyj|=-5 for alla k och
j. D& dr en Riemannsumma
n .
Sy EiL
nnn?’

k=1



Denna kan delas upp i en produkt av tvad summor
n . n n
kg 1 .
DR DB
k,j=1 k=1 j=1

Anvind nu att Yp_ k= 142+ .. +n = " Symman > j—1J har
givetvis samma virde. Det ger

i@l‘ B 1n(n+1)n(n+1)_l(n+1)2
— nn  nt 2 2 4 n
k,j=1
1 1
= 40 —)?

"L kg1 1
Z EEF—>Z_//gcydncdy.
D

Den sista likheten anger att dubbelintegralens virde &r vad Riemannsummorna
konvergerar mot.

Svar: // rydrdy = i.
D

Vilka funktioner dr integrerbara? Forst kan man visa att alla kontinuerliga
och begrinsade funktioner &r integrerbara. Det spelar ingen roll for virdet

pa integralen / / f(z,y)dxdy om en virdena for f dndras pa en delmingd av
Dy

Dy som #dr en nollméngd. Funktionen maste dérfor inte vara kontinuerlig. En

nollméngd i planet 4r en méngd som kan téckas 6ver av rektanglar (eller cirklar)

vars area dr hur liten som helst.

Vi har hittills endast beaktat en rektangel i R? som integrationsomrade.
Integralen 6ver ett godtyckligt begrénsat omrade Dy definieras som integralen
over en rektangel som innehaller omradet och av den funktion som #r f(x,y)
i Dy och O utanfér Dy, men i rektangeln. Vi har garanterat inga problem
om randen till Dy bestar av en méngd reguljéra kurvor (kontinuerlig funktion
7(t) med derivata 7'(¢) som existerar och &r skild fran nollvektorn i néistan alla
punkter).

Man talar inte om primitiva funktioner till dubbelintegraler, bland annat for
det inte finns nagot naturligt séitt att definiera areafunktion. Man kan ocksa
integrera m.a.p. tva olika variabler.

Generaliserad dubbelintegral definieras p& analogt séitt som generaliserad
enkelintegral som ett griansvirde da den problematiska delen av omradet &r
borttaget. Under grinsvirdet krymper den borttagna delen mot en nollméngd.



9.3 Beridkning av dubbelintegraler
9.3.1 Rektangulirt integrationsomrade

Huvudberikning for berdikning av en dubbelintegralen #r s.k. upprepad inte-
gration. Vi integrerar "en variabel i taget". Vi kan berikna volymen av en
kropp genom att skiva den i tunna skivor, berékna arean av varje skiva (forsta
integrationen), och ldgga ihop dem med en ny integrationsprocess (andra inte-
grationen). I den forsta integrationen forekommer oftast den andra variabeln
som en konstant under integrationen. Om Dy = {a <z <bec<y<d}sd
betyder det de foljande tva enkelintegralerna:

[[ #vydoty - / “ / ' flay)de)dy
Dy

Hér integreras alltsd z forst mellan a och b (inre integralen), och dérefter y
mellan ¢ och d (yttre integralen). En alternativ mojlighet &r i omvéind ordning;:

//f@zmdﬂw—il%lff@;wdwdx
Dy
/ i / )y

forekommer ocksa for den itererade integralen f;( fcd f(z,y)dy)dz.

Detta kan ha betydelse, for vissa integraler kan vi bara klara i den ena
ordningen. Om bada vigarna #r framkomliga ger de givetvis samma resultat:
volymen under ytan.

Ibland skrivs en sadan integral som

/ab /Cd f(z,y)dzdy = /Cd(/ab F(z,y)dz)dy.

Utan parentes brukar de férsta integrationsgrinserna svara mot den forsta "dz".
Med parentes (upprepad integration) skrivs saledes grénserna i motsatt ordning.

Skrivsittet

Exempel 2 (901b) Berdkna //(sinx +ycosx)dedy di D = {(z,y): 0 <z <

Dy

SR

,0<y <

B

}.

Losning:

//(Sinac + ycosz)drdy = /2 (/2 (sinx + y cos x)dz)dy.
o Jo
Dy



Vi loser forst den inre integralen, som #r en vanlig enkelintegral dér en konstant
y far hinga med:

™

2 Ed
sinz 4+ ycosz)dr = |[—cosz+ysinz|?
0
0
{insdttning av grinser} = (—cos g + ysin g) — (—cos0+ ysin0)

= 0+y+1+0=y+1.

Sa att

™

//(Sinac +ycosz)dedy = /2 (y+ 1)dy
0
Dy

I %fWQ
= [211 +y]o—8+

0ol

Det ger samma resultat att integrera i motsatt ordning, och skriva allt i en
kalkyl:

3 [z

//(sinx +ycosz)dzdy = / (/ (sinx + ycosz)dy)dx
o Jo

Dy

z 1 _x
{y forst, x &4r konstant!} = /0 [ysinz + §y2 cos x}Z:O? )dx

™

2 1
= /0 (g sinx + 5(%)2 cosz)dx

1 z
[—E cosx + —(E)2 sin x|

2 2°2
1 1
= [—gcosg+§(g)2sing]—[—gc050+§(g)2sin0]
_ .7
208

9.3.2 Integrationsomraden begrinsade av kurvor

Pa ett omrade som i z-led begridnsas av rédta linjer x =konstant men i y-led
begréinsas av kurvor, som D = {a < z < b, ¢(x) < y < ¢(z)},kan vi gora den
itererade integrationen i y-led forst:

//f(x,y)dmdy = /ab(/::) f(x,y)dy)dz.
b

Det finns givetvis motsvarande formel for integration i x-led forst, pa ett omrade
av typen D = {¢(y) < z < ¢¥(y),c < y < d}. Manga integrationsomraden kan
delas upp i delar, dir varje del &r av en av dessa tva typer.



Exempel 3 (90/c) Over vilket omride D kan den upprepade enkelintegralen

ff dx ffz f(x,y)dy ses som integrationsomrade for en dubbelintegral?

Losning: Vi har {1 <z < 2,—z <y < z}, s omradet dr den fyrhorning
som begrénsas av fyra réta linjer pa foljande sitt:

y

257

1257

-2.5 -1.25

-1.257T

25T

2.5

Svar: Omradet begrinsas avy = —x, y =x, x = 1 och x = 2.

Exempel 4 (907b) Berikna // mdacdy di D={y?> <x <1,y <0}.
D



257

125T /

-2.5 -1.25 0 1.25 25

X
1257 \

25T

Eftersom grinserna i x beror pa y kan det vara enklast att integrera x forst.
Vi far d& (observera att under z-integrationen behandlas y som en konstant)

1 ! ! 1
——dxdy = d —dzx
//1+x+2y Y /0 y/yzl+x+2y
D
1

= /0 In(1 4 + 2y)],2dy

/ 02+ 29) — In(1 + 42 + 20))dy
0
_ /0 (In2(1+y) — In((y + 1)%))dy

1
{logaritmlagar} = / (In2+In(1+y) —2In(y + 1))dy
0

1
/ (In2 — In(y + 1))dy = {partialint.,
0

1 1
1
/1-1n(y+1)dy} = 1n2—[(y+1)1n(y+1)}(1,+/(y+1)—dy
0 0 y+1
= In2—-2In2-0+1=1-1In2.



Integralen kan ocksa férmodligen beréiknas med y-integration forst. Man kan
i alla fall skriva upp den itererade integralen:

1 1 vz 1
//1+x+2ydwdy_/o d$/() L

D

Observa grinserna. De kan fas genom att studera figuren 6ver integrationsom-
radet ovan. I y-led ska vi g fran kurvan y = 0 till y = /x. Dérefter méaste x
ga fran 0 till 1 for att fa med hela detta omrade.

Svar: 1 —1n2.
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