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10 Berikning av dubbelintegraler

10.1 Byte av integrationsordning

Exempel 1 (906) Kasta om integrationsordningen i

o [las [ st
) [ | " fedy
c) /de/;i f(z,y)dy.

Losning: Med hjilp av figurer framgar de nya grinserna i dessa integraler,
efter byte av integrationsordning.
a) Vi skriver ut variablerna i integralens griinser for tydlighets skull:

r=1 y::v2
[ @ sy
=0 y=x3

Alltsa #r kurvorna y = 22, y = 2%, x = 1 och = 0 grinser fér omradet. Vi

ritar ut dessa kurvor. Det ger den vinstra figuren nedan:

y 1257 / y 125 /

0.57 0.5

Hiir dr omradet bergiinsat av de tva kurvorna 22 och 23 i hojdled, alltsa i y-
led pga f;; ...dy. Notera att 23 #r den undre kuvan (ty 3 < 22 om 0 < x < 1).
I sidled (a-led) har vi begrénsning i form av de lodrita linjerna = 0 och « = 1,
pga fgl ...dz. Kvar blir den smala "skiran" i den viinstra figuren, fran y = 23 till
y=2a



Om vi istillet integerar i sidled sa har vi ysom variabel. Da gar vi fran den
vénstra kurvan x = ,/y till den hégra x = y. Da far vi med precis samma
punkter om vi i y-led befinner oss mellan y = 0 och y = 1. Med dessa grinser
técker vi samma omrade. Alltsa:

/01 dx/: fz,y)dy = /01 dy/\/_jzf(x,y)dx,

b) Har har vi f;::f dx yy:()lnm f(z,y)dy, och kurvorna x = 1, z = e, y = 0 och

y = Inx &r ritade i den véinstra figuren nedan:
y 2T y 2T

Till hoger startar vi istéllet med kurvan y = Inx, eller x = €Y, och slutar
med kurvan z = e. D4 maste y ligga mellan y = 0 och y = 1. Alltsa:

/16 d /Omf (,y)dy = /0 dy / :f($,y)d:1:.

o) I ffG dx ff_{fl f(z,y)dy &r vi mellan y = %2 —1till y = 2 — x och mel-
4
lan x = —6 till z = 2. Figuren nedan visar att grinserna i z-led gar precis i
2
skirningarna mellan y = Z- — 1 och y = 2 — x, som intréffar i (-6, 8) och (2,0)

(1os ekvationen %2 —1=2—-ux).



7.5 5 -2.\ —V 25

Men for att byta integrationsriktning méaste vi dela upp omradet i tva delar,
genom ett snitt i linjen y = 0.

I
t
-1.5

‘
T + +
2.5 25 125 -y/ 25
x
X

Inverserna till y = % — 1 4r x = +£2\/y — 1, beroende pa omrade. I den
vinstra kan vi da i a-led integrera fran —2/y — 1 till 2 — y, och

da har vi i y-led begridnsningarna y = 0 och y = 8.

I det hogra omréadet kan vi i 2-led integrera fran —2+/y — 1 till 24/y — 1, och
har i y-led begréinsningarna y = —1 och y = 0. Vi far en integral for den viinstra
biten plus en integral for den hogra:



0 2—x 8 2—y
/ dw/2 fl,y)dy = /dy/ fz,y)dz +
—6 -1 0 —2y—1

0 20 /g1
/ dy/ [z, y)dz.
—1 —2=T

10.2 Beridkning av dubbelintegraler
Exempel 2 (907¢) Berikna //‘/xydxdy ddr D dr fyrhorningen med héorn i
D

(1,1),(2,2), (1,2) och (2,4).

Om vi delar detta omrade i tva delar enligt den hogra figuren nedan kan vi

integrera i z-led, ty i y-led é#r da grinserna konstanter.
y ST y ST

3.75T 3757
25T 257

1257 1257

Den undre delen D; begrinsas avx =1 och z = y, samt avy = 1 och y = 2.
Den 6vre Dy begrinsas av ¢ = y/2 och x = 2 samt av y = 2 och y = 4. Alltsé:

/ Vrzydzdy // \/:v_yd:rder// Veydzdy
D

D Dy

2 y 4 2
/ dy/ \/xydx—&-/ dy/ Vzydz.
1 1 2 y/2



Vi loser dem var och en for sig. Forst over Dy :

2 Y
[ [ e
1 1

a-integrationen} = / \/_ 332

{V/y dr en konstant under

2
{insdttning av grinser} = /\/ﬂ(gy%fg)dy
1
29,
= 22— 2 )
| Gy - vy
2 4 3
= [§y3—§$2ﬁ
o wE 2, 5
9 9 9 9 "
Integralen 6ver D5y blir
4 2 4 2 4,
/dy Vrzyde = \/g[gzﬂ]y/zdy
2 y/2 2
4
42 1
inssttni i _ B 14
{ins#ttning av grénser} ; \/5(—3 3\/534 )dy
4
442 R
= - ——=y")d
| Vi gt
8v2 5 1
= [y ——=v’k
9 9v2
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= 422
vz 9
Sa
/ Vaydedy = //,/acydmdy—i—/ Vaxydxdy
D D,
= 27£+4x/_
2
_ = 2,1_4,
9 9
Svar: % — 1—;

Exempel 3 (907f) Berikna // mdxdy om D dr triangeln med héornen
D

(0,0), (1,1) och (0,1).



Losning: Omradet

025

begrénsas av linjerna x = 0, x = y och y = 1. Vi kan vilja pa tva itererade
integraler:

1 ! R |
7dxdy:/ dy/ —dx
/D/\/l"‘y4 0 o V1+y?

eller (observera grinsernal)
1 ! D!
——dzdy = / d:r/ —dy.
/D/\/H-y“ 0 z V1+y?

1
14y*

Integralen fml dy dr inte sa ldtt att 16sa, sa vi provar den andra vigen.

Ar en konstant

/1 Vool ( 1
dy/ —dzx —_—
0 0o 1+y? 1+ y?
1
x
under z-integrationen} = / [——]¥dy
o VI+yt’
1
{inséittning av grénser} = / (——= —0)dy
o 1+y?

[} A
o V1+yt

Med substitutionen y? = ¢, som ger 2ydy = dt och grénserna t = 0 och ¢t = 1
kan denna intgral 16sas:

11
5/0 ﬁdt = {standardintegral}

= %[m(t +V1+82))5 = %(111(1 +v2) —In1)
= ZIn(1+V2).

Y
o V1+yt

N =



Svar: // ﬁdwdy =1n(1+v2).
b

Exempel 4 (907)) Berikna //(m +lyl)dady om D = {|z] + |y| < 1}.
D

Losning: Omradet dr hir symmetriskt runt origo:

y 27

| / ‘

t {

-2 \ 0 1 2
-1

2

Hér récker det att integrera i forsta kvadranten (x > 0 och y > 0) pa grund
av integrandens och omréadets symmetri. Genom successiva speglingar i z- och
y-axeln har att (z,y) € D & (—z,y) € D & (—z,—y) € D & (z,—y) € D och
att |z|+ |yl =|—z|+ |yl = | —z|+ | —y| = |z| + | — y|- Av symmetriskil far vi

N [t + sy = o [[ el + i) dody
D Dy

dir Dy ={z+y<1,2 >0,y >0}.1D; érxz >00chy > 0,83 |z|+]|y| =z+v.

Da far vi
/ / (o] +ly))dzdy = 4 / / (x + ) dady
D,

D
1 11—y
= 4/ dy/ (x4 y)dx
0 0
'

= 4/ [=2? + 2y]s Vdy
O 2

~J



. 4
Svar: 3.

Exempel 5 (907u) Berdkna // x3y%dady om D = {2% +y? < 1}.
D

Lésning: Enhetscirkeln {z? + y? < 1} kan integreras som {—1 < =z
1,—vV1—22 <y < V1—2a?} eller som {-1 <y < 1,—y/1—-9%2 < =z
/1 — 92}, vilket svarar mot y-led respektive 2-led. Med integranden z3y? ir
det ldmpligt att integrera i z-led forst, for da kommer vi att bli av med rétterna
efter den forsta integrationen.

1 \/1—9y2
//atgyzdxdy = / dy/ z3y%dx
4 -1 —/1-¢%
1

[ eV

<
<

= 15 =y
11

= / [Z(l—y2)2y2 —(1—9*)*y)dy
-1

1
/ 0dy = 0.
—1

Vi har en symmetri i omradet héger-viinster, som svarar mot att integranden
byter tecken (—x)3y? = —a3y?. Dirfor har vi tva bidrag till volymen som skiljs
av y-axeln. De &dr identiska bortsett fran att de har olika tecken, varfor summan
ar noll. Denna observation kunde géras genast, i vilket fall kalkyl helt kan und-
vikas. Observera att vi da bade behover omradets symmetri och integrandens
antisymmetri (teckenbyte).

Svar: // 23y?dedy = 0.



