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17 Linjeintegraler

17.1 Idéer och sammanhang

I en enkelintegral summeras viirdena av en funktion av en variabel f(x) lings
ett visst intervall. I en dubbelintegral summeras virdena av en funktion av tva
variabler f(x,y) 6ver en specifik yta i planet. I en trippenintegral summeras
viirdena av en funktion av tre variabler f(z,y, z) 6ver ett visst tredimensionellt
omrade i rummet.

I en linjeintegral, som dven kallas en kurvintegral, summeras viirdena
av en funktion av tva variabler f(x,y) som funktionen tar pa en viss kurva i
planet. En linjeintegral kan &ven vara tredimensionell. D& summeras virdena
av en funktion av tre variabler f(x,y,z) lings en kurva i rummet. En tolkning
av linjeintegral som skissas 1 nista avsnitt &r vilket arbete som utfors av ett
kraftfialt i rummet d& en partikel firdas genom det ldngs en viss kurva.

Det finns manga olika sorters kurvintegraler. Vi kommer hér att ligga tyngd-
punkten pa den typ som ér vanligast i fysikaliska tillimpningar. D& summerar vi
viirdena av ett vektorfilt i kurvans tangentriktning, vilket svarar mot beriikning
av arbete.

Virdet av en kurvintegral bestéms allts& av funktionen f(x,y, z) och av kur-
van. Den beriknas som en enkelintegral, dér kurvans parameterframstéllning
(z(t),y(t), z(t)) sitts in i funktionens variabler f(z(t),y(t), z(t)). Denna insét-
tning ger just funktionens viirden pa kurvan, och inte utanfor den. Funktionens
virden utanfor kurvan &r alltsd helt ointressanta fér kurvintegralens vérde.

17.2 Arbete, energi och linjeintegraler

En fysikalisk grundprincip ér att arbetet ér kraften ganger viigen. D4 syftas pa
"arbete" i en specifik fysikalisk mening. En person som knuffar en jéarvigsvagn
utan att den flyttar pa sig utfor inget fysikaliskt arbete, men ett antagligen
ganska stort fysiologiskt arbete genom att pulsen gar upp och kroppslig energi
forbrukas i musklernas arbete.

17.3 Kraftfilt

Tyngdkraftfiltet runt en (stor) massa i origo &r

F(s,y,2) = O——Z2¥:2)
@2+ 2+ 20)F

for nagon konstant C, som beror pa massans storlek och vilka enheter vi viiljer.

Detta kraftfiilt &r inte helt realistiskt (d4ven om fysikerna latsas som ingenting)

eftersom vi i centrum skulle fa oéindliga krafter. Féltet dr en bra uppskattning



langt fran kroppen, men inte nira. Pa jorden #r detta en ganska bra upp-
skattning, med en viss jordkaraktéristisk konstant C, men s fort man kommer
under jordytan minskar gravitationen, Da har vi massa pa bada sidor, som bal-
anserar varandra. I jordens centrum #r givetvis gravitationen fran jorden noll —
massans gravitation i alla riktningar balanserar varandra. Sa gravitationen fran
jorden &#r maximal pa jordytan. Den &r ligre pa bade hogre och lidgre hojder.

Kraftfiltet betyder att om en (liten) massa placeras i punkten (z,y, z), sa
kommer den att utséttas for kraften mF. Alltsa:

— (LE, Y, Z)
@ +y + )
Det #r alltsd en kraft som &r riktad mot origo, ty partikels position &r (z,y, 2)
och kraftens riktning —(z,y, z). Kraften okar tydligen ju nérmare origo vi kom-

mer, ty da far vi ndstan noll i ndmnaren. I xy-planet har kraftfiltet foljande
utseende: [, y]
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Vektorfiltet —(x,y)/(z? + 92)%-

Men varfor har vi exponenten % i nimnaren? Jo, gravitationskraften mellan

tva partiklar avtar som kvadraten pa avstandet. Antag, for att underscka om

exponenten % #r den rétta, att vi har partikeln i punkten (z,0,0). D& har vi
enligt formel ovan kraften
—(x.0.0 1

_ @00 o oL

(1.2 + 02 + 02)5 3 x2
Vi har alltsa det réitta beroendet. Om man sétter in sfiriska koordinater far vi

o —(z,y,2) o —r(cos @ sin b, sin ¢ sin 0, cos )
m——————"—>— = (Cm
(22 +y2 + 22)3 (r2)3

1
= fC’mr—z (cos psin @, sin@sin g, cos0).

Aven pa detta sitt kan man se att kraften avtar med kvadraten pa avstandet
(&), ty vektorn (cos¢sin,sin¢psin6,cosf) anger en riktning oberoende av
avstand till origo.



17.4 Vektorfilt

Ett kraftfalt sir en funktion fran R3 — R3, eller en funktion fran R? — R?2.
Sadana funktioner har vi redan behdvt som variabelsubstiutioner i integraler,
men spelar alltsd ocksé en roll som kraftfilt. De foljande vektorfilten &r nagra
av de enklast tédnkbara, och illustrerar nagot vad vektorfilt kan modellera.
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Vektorfiltet (y, —z) &r en rotation eftersom riktningen i punkten (z,y) &r
ortogonal mot en ortsvektor fran origo (en sidan &r vektorn (z,y)):

(y, —x) - (z,y) = yx —xy = 0.

Tva vektorer dr som bekant ortogonala om dess skaldrprodukt &r noll. Det
ar ett mycket praktiskt réknemdssigt villkor pa ortogonalitet.
Detta vektorfalt &r alltsd en avbildning fran (z,y) till (y, —x). Denna kan

ocksé beskrivas med en matris. Avbildningen sker dé fran (¥) till ( 0 1) (7) =
y -1 0/ W



{matrismultiplikation} = (_yx) Matrisen _01 é) karaktiriserar detta vektor-

falt, vilket beror pa att det &r en linjéir avbildning. Det ér en speciell grupp av
vektorfilt.

Vektorféltet (—y,z) &r en rotation &t andra hallet — i positiv led. Vi har
fortfarande en rotation om vi dndrar det radiella beroendet, som synes i de
foljande tva exemplen:
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Vektorfiltet %_ng) Vektorfiltet (—y,z)(z? + y?).

17.5 Kraftkomponent i kurvans tangentriktning

Man kan ténka sig kurvan som ett jirnviigsspar och kraften drar en jirnvigsvagn
pa sparet. D& kommer bara den komponent av kraften som #r i sparets rikt-
ning att paverka rorelsen. Kraft som verkar vinkelrdtt mot sparet ger inte
upphov till nagon rorelse, och dérmed inte nagot arbete. En kurva med para-
meterframstéllningen r(¢) = (x(¢),y(¢), 2(t)) har som bekant tangentriktningen
r'(t) = (2/(t),y'(t), 2'(t)) i den punkt som svarar mot parametervérdet ¢, nimli-

gen i punkten (x(¢),y(¢), z(¢)). Normerar vi denna tangentvektor far vi |:;§3| (en

vektor har liangden 1 om den divideras med sin norm). Skalérprodukten med
en enhetsvektor ger lingden pa komponenten i denna riktningen, sa kraftkom-
ponenten i jirnviigssparets tangentriktning &r

F(z(t),y(t), 2(2))

r'(t)
r ()]
Detta #r en funktion av en variabel (inte fler), ndmligen variabeln ¢.
Antag att variabeln genomléper ett parameterintervall [a, b]. Baglingden av
kurvan dr da som bekant
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b—a

/ /
IO

Till hoger har vi antytt en Riemannsumma som konvergerar mot baglingdsin-
tegralen. Langden av kurvan fran ¢y, till t41 &r alltsa nara [r/(t;,)[2=2 om n &r




stort. Arbetet dr som ndmnts kraften ganger viigen, vilket p& en bit av kurvan
ger

vigen
kraften

Hér kan vi forkorta |r/(f)|. Genom att integrera lings hela kurvan far vi hela
arbetet, vilket alltsa blir

b
/ Fa(t), y(t), (1)) - ¥’ (t)dt.

Detta &ér den viktigaste typen av kurvintegral. Hir #r den skriven med en
parameterframstéllning av kurvan. Den kan ocksé skrivas utan parameterfram-
stéllning. Om vi kallar kurvan I" skriver man

b
/ F.dr :/ F(o(t), y(t), 2(1)) - ¥'(1)dt.
r a
Storheten dr kan skrivas pa fyra sétt, vilka givetvis betyder samma sak:
dr = r'(t)dt = (2/(t),y'(t), 2 (t))dt = (dz, dy, dz).

Skaldrprodukten F - dr &r givetvis F(x(t),y(t), z(¢t)) - r'(¢t)dt.

17.6 Orienterade kurvor

En kurva dr en méngd punkter i planet given av tre kontinuerligt deriverbara
funktioner: T' = {(z(t),y(¢), 2(t)),t € [a,b]}. Deriverbarheten behovs for att
tangenten r’'(t) ska existera. Men i en kurvintegral behsver vi en orienterad
kurva — déir genomloppsriktningen dr specificerad. Definitionen {(x(t), y(t), 2(t)),
t € [a,b]} stger inget om genomloppsriktningen. Detta har att gora med att
arbetet har ombytt tecken om vi genomléper kurvan i motsatt riktning. I en ori-
enterad kurva specificeras startpunkten: I' = {(z(¢), y(¢), 2(¢)),t € [a,b],t = a
dr startpunkt}. Detta dr konsistent med att en enkelintegral byter tecken om

intervallgréinserna byts:
b a
/ f(z)dz = 7/ f(x)dx.
a b

Den orienterade kurvan I' = {(z(t),y(¢), 2(t)),t € [a,b],t = a &r startpunkt}
dér genomloppsriktningen dr omviénd beteckar vi med —I'. Bi betecknar alltsa
pa foljande sitt: —I' = {(x(¢),y(t), 2(¢)),t € [a,b],t = b &r startpunkt}. D& har

vi
/ F-dr:—/F~dr.
-T r

Denna regel dr som ndmnts en nédvindighet pa grund av att vi har definierat
kurvintegralen som enkelintegralen f; F(xz(t),y(t), z(t))r' (t)dt, ty



/ F.-dr = /aF(x(t),y(t),z(t)) ' (t)dt
-1 b

b
_ 7/ Fa(t), y(t), 2(8)) - v/ (£)dt

= f/F~dr.
T

17.7 Summor av kurvor

Om vi har tva orienterade kurvor I'y och I's, déir slutpunkten for I'y ér samma
punkt som startpunkten for I's, s& kan vi tala om de tvd kurvorna som en
sammanhéngande kurva, vilken brukar betecknas med I'y +T's. Lat oss anvinda
parameterintervallen [a, b] respektive [b, ¢]. Beteckningen I'y + T's for T'y foljt av
I’y ér naturlig eftersom

/F1 F.dr+ /F2 F.dr = /ab F(z(t),y(t), 2(t)) - v/ (t)dt

{sla ihop integrerna} = /C F(z(t),y(t), z(t)) - ' (t)dt

= / F -dr.
ISR

Beteckningen I'y + I's kan alltsd motiveras av att

/abf(a:)dx+/bcf(x)d9::/bcf(x)dx

giller for enkelintegraler, och att kurvintegralen ér definierad som en enkelinte-
gral.

17.8 Tre sitt att skriva en kurvintegral

Vi har nu sett tva sétt att skriva en kurvintegral: fr F - dr (utan parameterfram-
stallning for T') och [;' F(x(t),y(t), 2(t))r’(t)dt (med parameterframstéllning av
I'). Det finns ett tredje sédtt. Om vi betecknar vektorfiltets tre komponenter
med P(x,y,z2),Q(x,y,z) och R(x,y,z), alltsa

F(z,y,2)= (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y, 2))
s& kan vi utfora skaldrprodukten F - dr

F-dr = (P(xvyaz)vQ(xaya z),R(m,y,z))(dm,dy,dz)
= P(z,y,2)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz.



Detta ger ett tredje skrivsitt for en kurvintegral — ett andra sétt utan parame-
terframstéllning for kurvan:

/Fdr=/P(:E,y,z)dx—l—Q(m,y,z)dy—i—R(m,y,z)dz
r r

Ett tvadimentionellt vektorfilt F(x, y)= (P(z,y), Q(z,y)) kan betraktas som
ett tredimensionellt dér z-komponenten ér noll, R(z,y) = 0 och didr P och @
dr oberoende av variabeln z. Alltsa: F(z,y, z)= (P(z,y), Q(z,y),0). Da far vi i

integralen ovan R(z,y)dz = 0dz = 0, sa

/F-dr =
r

/b " F(a(t), y(0), () (t)dt
/F P(z,y)dz + Q(z,y)dy

Exempel 1 (1001) Berdkna kurvintegralen fr yrdr + 2%dy dir T dr kurvan
fran (0,0) till (1,1) lings y = x>,

Lésning: Vi har hir vektorfiltet F(x,y) = (yx,2%) som ska integreras pa

en bit av parabeln y = 22.
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Vektorfiltet (zy,z?). Parabel y = 22 fran (0,0) till (1,1).
Man kan observera i figuren att integralen borde vara positiv, ty vektorfiltets
riktning i punkter pa kurvan tycks ha positiv skaldrprodukt med en tangent pa
kurvan om kurvan genomlops fran origo till (1,1). Om resultatet dr negativt dr
det da ett orimligt resultat.
Vi anviinder parameterframstillningen (z(t),y(t)) = (¢,t%), t € [0,
t = 0 ar startpunkt, for den orienterade kurvan I'. Vi ska berikna

1], dér

1
/FF~dr:/O F(a(t), y(t)) - ¥/ (1)dt.



Vi far forst beriikna integranden F(x(t),y(t)) - r'(¢). Inséittning av parame-
terframstéllningen (z(t),y(t)) = (¢,t%) ger

F(z,y) = F(t,t?)) = {sitt ini (yz,z?)}
(2, %) = (3, 1?).

Kurvan (z(t),y(t)) = (¢,t) har tangentvektorn (z'(¢),y(t)) = (1,2t). Sa vi far

F-r'(t) (t3,1%) - (1,2¢)

3 + 22t = 3¢5,

Sa med grinserna t = 0 och t = 1 far vi foljande ytterst enkla enkelintegral:

1
/ywdm +2%dy = / 3t3dt
r 0

Svar: [.yxdr + z?dy = 2.

Exempel 2 (1003) Berikna [ xdiiizdy langs y = 2z fran (1,2) il (2,4) .

Losning: Vi har hér vektorfiltet F(z,y) = (=%, =) som ska integreras

Ty’ Ty
pa en bit av parabeln y = x2.
y y 5
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Vektorfaltet (727, 740). Riit linje fran (1,2) till (2, 4).
Detta vektorfilt dr odefinierat (noll i ndmnaren) da y = —x. Det &r inget

problem eftersom kurvan inte ér i néirheten av denna linje. Med parameterfram-
stallningen r(t) = (z(t), (y(t)) = (¢,2¢) far vi

t 2t
F(t,2t = _—
(t,2¢) (t—l—?t’ﬁ—‘er)
12
- (575)



Vi har tangentvektor r'(t) = (2/(¢), (¥'(t)) = (1,2). Integranden blir F(¢,2¢)-
F()=(1.3) (LY =1+4=1

. zdr+ydy __ 5
Svar: [ T = 3.

Exempel 3 (1007) Berikna [.(z* — y?)dz + (2* + y*)dy lings y = x* frin
(=1,1) tall (1,1) och linjen y =1 fran (1,1) till (—1,1).

Lésning: Vi har vektorfiltet F(x,y) = (z* — 9?,2* + y?). Lat I'; vara
y = 22, med parameterframstillning (¢,¢%) och parameterintervall [—1,1] och
startviirde ¢ = —1, medan I'y &r y = 1, med parameterframstéllning (¢,1) och

parameterintervall [—1, 1] och startviirde ¢ = 1.
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Vektorfiltet (z4 — 42,24 +32).  Tva kurvor som bildar en sluten kurva.

P4 I'y, med parameterframstillning (¢,¢2) far vi,

F(r,y) = (' —y*a'+y?)
= (' =ttt + 1Y) = (0,2th).

Vi har tangent (1,2t), s&

F(a:,y) -I'/(t) = (0a2t4) : (152t)
0+ 4t°.



Vi far

1
/(m4—y2)dx+(w4+y2)dy = /4t5dt
Fl —

P4 den andra kurvdelen, T's, som har parameterframstéllning (¢, 1), far vi,

F(z,y) = (' —y* 2" +97)
(t* —1,t* 4 1).

Vi har hér tangent (1,0) (derivatan av (¢,1), komponentvis), sa

F(z,y)-r'(t) = (t*—1,t"+1)-(1,0)
= t1—1.

Inséttning ger foljande virde av kurvintegralen pa I's. Observera att integra-
tionsgranserna dr omkastade, ty vi startar i ¢ = —1 och slutar i ¢t = 1.

/F2 (z* —yH)dz + (2 + yP)dy = /1_1(154 —1)dt

{kasta tillbaka grinserna} = [t——]', =

Saledes:
/ (2 — P)da + (& + P)dy = / (2t — y?)de + (* + 7)dy
I 1

—I—/ (z* — y?)dz + (z* + 9°)dy
I

8 8
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Svar: [.(z* — y?)dx + (z* + y*)dy = &.
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