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18 Kurvintegraler — Greens formel och potential

18.1 Greens formel

Vi studerar i detta avsnitt kurvor i planet, i R?.

En kurvintegral dr som vi sett en integral pa en kurva i planet. Det gener-
aliserar enkelintegralbegreppet, som kan ses som en kurvintegral pé ett intervall
pa z-axeln av en funktion som #r oberoende av y.

Vi ska hérnist konstruera ett sétt att berdkna en kurvintegral over ett vek-
torfalt (P(z,y), Q(x,y)) som en dubbelintegral — Greens formel.

Vi har sett att man vid itererad integration av en dubbelintegral vid den
forsta integrationen gar fran en dubbelintegral till en enkelintegral. Med Greens
formel gar man fran en enkelintegral till en dubbelintegral. Greens formel &r en
sorts "baklédnges itererad integration". Beviset av Greens formel bestar just av
detta. Endast vissa kurvor definierar ett integrationsomrade for en dubbelinte-
gral i planet. Vi specificerar hirnést sadana kurvor.

18.1.1 Kurvor i planet

En orienterad kurva I' = {(x(¢),y(t), 2(t)),t € [a,b],t = a #r startpunkt} &r en
sluten kurva om startpunkt och slutpunkt &r samma punkt, dvs r(a) = r(b).

En sluten kurva kan mycket vil besta av flera delkurvor.
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En sluten kurva. En kurva som inte &r sluten.
En orienterad kurva I' = {(z(¢),y(t), 2(t)), t € [a,b],t = a &r startpunkt} &r

en enkel kurva om den inte skiir sig sjilv, dvs r(t1) # r(t2) for alla ¢; och to
i integrationsintervallet [a,b]. Alla parametervirden ger olika punkter. En atta
"8" &r tydligen inte enkel, ty den skér sig sjilv i en punkt.
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Inte enkel men sluten. Inte enkel, inte sluten.

En kurva I som &r bade enkel och sluten ér rand till ett viildefinierat omrade
D i planet som fungerar som integrationsomrade for en dubbelintegral. Vi
kraver ocksa att lingden av I' #r éndlig. En kurvintegral av ett vektorfilt

(P(x,y),Q(z,y)) dir kurvan &r sluten beteckas med symbolen % , alltsd

?{P(x, y)dz + Q(x, y)dy.

r

Eftersom % F.-dr=- f F - dr maéste vi ocksa specificera vilken genom-
r

loppsriktning vi har. Positiv led defineras som moturs, dvs motsvarande
vixande vinklar till positiva z-axeln.

18.1.2 Greens formel

Sats 1 (Greens formel) Om vektorfaltet har kontinuerliga partiella deriva-
tor Py’ och Q' éverallt i D innanfor den enkla slutna orienterade kurvan T
som genomléps i positiv led och dr rand till omrdadet D, sd kan kurvintegralen
berdknas som foljande dubbelintegral:

/FP(w, y)dz + Q(z,y)dy = //(Q’m — P,)dzdy.

Inte sidllan #dr dubbelintegralen betydligt enklare att losa. Greens formel
spelar ocksa en viktig roll for potentialbegreppet, som strax kommer att definieras.
Observera att P; och @', maste vara kontinuerliga dverallt i D, det far inte finnas
nagon diskontinuitetspunkt.

Exempel 2 (1007) Berikna [.(z* — y?)dz + (¢* + y*)dy lings y = x* frin
(=1,1) tall (1,1) och linjen y =1 fran (—1,1) tll (1,1).



Losning: Denna kurvintegral beriiknades i férra avsnittet, men beriknas
hér med Greens formel. Kurvan ér sluten, enkel och genomlops i positiv led. Vi
far da enligt Greens formel

fat o @iy = [[Gat ) - gt sy

T D
//(4:03 + 2y)dzdy.
D
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Nivakurvor till funktionen 423 + 2. Integrationsomradet D.

Vi kan integrera i y-led forst, dvs fran 22 till 1. D& gar = fran —1 till 1. Det
ger

1,1 1
/ /2 (423 + 2y))dxdy = / [42y + QQ]Z:ﬂ dx
—1Jx

-1

1
/ (423 + 1 — 42° — 2b)dx
~1

2 x°
= [$4+$—§3«"6—€]£1
1 8
= 2(1—-)=—-.

( 5) )

Svar: % (2% — y?)dz + (a* + y*)dy = &.
r

Exempel 3 Berikna }{ z{f?ﬁ dz + wgiyz dy lings cirkelbagen 2% +y* =1 i
r

positiv led.



Losning: Hér har vi en sluten kurva, men énda kan Greens formel inte
anvindas. Det beror pa att vektorfaltet F(z,y) = (5747, zz15z) inte dr kon-
tinuerligt i origo, som &r en punkt innanfér den slutna kurvan (cirkeln).

Sa vi maste parameterisera. Hér dr polidra kooridinater enklast. Kurvan dr

da (cost,sint) med ¢ fran 0 till ¢ = 27, och vektorféltet ar (— i:itnz - Coszct‘fstmz z) =

(—sint,cost). En tangent #r (—sint, cost), sd vi far

F-r' = (—sint, cost)- (—sint,cost)

= cos’t+sin’t=1.
Integralen blir saledes

27
—y T
74 d dy = ldt = 2.
z? + y? x+x2+y2 Y /0 "

r

Svar: % ﬁ?dw + =hdy = 27
r

Exempel 4 (1018) Berdkna frw—é% lings cirkelbagen x2 + y?> = 1 fran
(0,-1) #ll (1,0).

Losning: Hér dr I' inte nagon sluten kurva, men vi kompletterar den med
kurvan v som #dr en rit linje mellan (1,0) och (0,—1) (i denna ordning) si att
I’ + ~ &r en sluten kurva. D4 haller vi oss ocksa borta fran linjen y = =z, dér
vektorfaltet (=4z, 7=4yz) inte &r definierat (noll i némnaren).
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Vektorfiltet (ﬁ , ﬁ ). Integrationsomradet D.

Vi ldgger till och drar ifran integralen over ~, sa far vi en sluten kurva
dér vektorfiiltet dr definierat overallt innanfor kurvan. Da kan Greens formel



anvindas. Vi far:
/xdy—ydx B /:Edy—ydx+/xdy—ydx_/xdy—ydm
r (z—y)? r (@—y)? J, @-9?* J, (@-y)p?

B %mdy—ydm_/xdy—ydm
(@-y? J, (@—y?

P+

Greens formel pé -74 z(‘ff__;)%w ger integranden
I+~
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Den andra integralen 18ses litt med parameterframstéllningen (¢,¢t — 1), t =
[0,1]. Vi far ¥'(¢) = (1,1), och

/ wdy —yde /1 tdt — (t — 1)dt
5 (@—y)? o (t—(t—1))

1
| a=1
0

Svar: fv m—é}%}% =1.

18.2 Konservativa vektorfilt

I det senaste exemplet sag vi att P, — @}, = 0 ledde till att

%F-drzo

T4y

Om vi igen delar upp integralen enligt

0 = %F~dr

T4y

/F-dr—&—/F-dr7
r vy
/F-dr:/ F-dr

r -

alltsa



ddr T och — &r tva olika kurvor fran (—1,0) till (0,1). Man séger d& att kurv-
integralen #r oberoende av viigen, vilket dr kiinnetecknande for ett konservativt
vektorfilt. Detta giller generellt, som vi ska se hirnést.

18.2.1 Omraden i planet

Vi behover for fortsittningen tva begrepp for omraden D C R2.

Definition 5 Ett omride D C R? dr sammanhédngande om det for alla
punkter (x1,y1) och (z2,y2) @ D finns en kurva mellan punkterna som helt ligger
1 omradet.

Ett omrade dr alltsd sammanhiingande om det inte bestar av tva eller flera
"sar", utan det finns en vig mellan vilket par av punkter som helst.

ah

Omréadet innanfor de bada cirklarna ér inte sammanhéingande.

Definition 6 Ett omride D C R? dr enkelt sammanhdngande om varje
sluten kurva som ligger helt © D kan kontinuerligt krympas till en punkt sa att
kurvan hela tiden under denna process ligger helt © D, inklusive punkten.

Ett omrade ér enkelt sammanhingande om det inte har nagra hal som inte
ligger i D. Om D har ett hal sa kan en sluten kurva runt detta hal inte krympas
till en punkt utan att nadgon del av kurvan nagon gang passerar detta hal. I sa
fall finns en del av kurvan inte i D nagon gang under krympningsprocessen.



Omradet mellan de bada cirklarna ér inte enkelt sammanhiingande.

Notera att detta omrade dr sammanhingande, tyvarje par av punkter kan
forbindas med en kurva helt i omradet. Omradet i de tva disjunkta cirklarna &r
enkelt sammanhiéingande, ty det saknas hal.

Omradet {22 + ¢y < 1,(x,y) # (0,0)} &r inte enkelt sammanhingande
eftersom origo inte finns med. Det ricker att en punkt i det inre inte tillhor
méngden for att omradet inte ska vara enkelt sammanhéingande.

Definition 7 Om F dr ett vektorfilt fran R? till R? som dr definierad i ett
oppet och sammanhdngande omrdide D. Om

/F-drz/F-dr
r vy

for alla kurvor T' och v med samma start- och slutpunkt, sa dr vektorfiltet kon-
servativt. Kurvintegralen dr dd oberoende av vigen.

18.3 Potential

Om vektorfiltet &r konservativt i ett omrade D kan vi skriva en kurvintegral

SOom
(z2,y2)
/ F.dr
(z1,91)

dér (x1,y1) dr startpunkt och (zo,y2) dr slutpunkt, eftersom integralen har
samma virde oberoende av vilken viig man gar fran (x1,y1) till (z2,y2). Detta
betyder att om vi fixerar en punkt p i ett omradet D s& definieras en funktion
pa D av integralen

(z:y)
(x,y) — / F-dr.
P

Detta &r en potential U(x,y) till det konservativa vektorfiltet F(z,y). Det
giller da att

(x2,y2)
/ F-dr =U(zs,y2) — U(z1,91),
(

z1,Y1)



ty

(z2,y2) P (2,y2)
/ F.-dr = / F~dr+/ F.-dr
(z1,91) (z1,91) P

= U(IE2,92) - U(xlvyl)'
Da géller att

Ug(z,y) = P(z,y) och
Uy(z,y) = Qz,y),

dvs gradU = F, ty da far vi

(z2,y2) a
1[ F.dr ::(/ (QUat), y(t))2 (8) + Qa(t). y()a (£))dt

x1,Y1)

/qu@wwnww%mammmfwMt

{kedjeregeln} = /a(%U(a?(t)7y(t))dt

= Ulz(b),y(b)) — U(z(a),y(a))-

En potential till ett konservativt vektorfilt &r en motsvarighet till en primtiv
funktion for en funktion av en variabel. Observera att bara konservativa falt
har potential. Diremot har alla kontinuerliga funktioner en primitiv funktion.

18.4 Exakta vektorfilt

Definition 8 FEtt vektorfilt (P(z,y),Q(z,y)) dr ett exakt vektorfilt om P, =
Q-

Sats 9 Om D dr sammanhdngande dr foljande villkor ekvivalenta:
1. F ar ett konservativt vektorfalt
2. fF F - dr oberoende av vigen

3. fF~dr:0 omI'C D
r

4. F har en potential.

Om vi liagger till kravet att D dessutom ska vara enkelt sammanhéngande
s& kan vi ldgga till villkoret att vektorfiiltet #r exakt:



Sats 10 Om D dr enkelt sammanhdngande ar foljande villkor ekvivalenta:

1. F dr ett konservativt vektorfalt

2. fF F - dr oberoende av vigen

3. fF-drzO omI' CD
r

4. F har en potential

5. F dr ett exakt vektorfdilt.

Orsaken till att exakta vektorfilt dr speciella &r att Pg; = @', #r ett lokalt
villkor — man behover bara testa enstaka punkter i omradet. Att integralen &r

Jp F - dr oberoende av viigen ér inte lokalt. Nista exempel belyser detta.

Exempel 11 Ar vektorfiltet F = (
9} exakt? Konservativt?

leﬂﬁ, QCQLW) pa cirkelringen {1 < x?+y* <

Lo6sning: Det dr exakt ty

1 2
P = 9 T —2—~ 2
Y Orx? +y? 2?2 +y? (22 + 12)
= Eryly—2) _296), medan
(22 +9?)
o = 2 v _ @ty y—=)
¢ Oya?+y?  (a24y2)°

Sa P, = Q.

Men om T #r cirkeln 22+y? = 4 sa har vi parameterframstillningen (2 cost, 2sint).
Dé har vi tangent (—2sint,2cost) och F =1(—sint, cost),sa F -1’ = 1(—sint, cost)-
(—2sint,2cost) = Lsin®t + 2 cos?t = 1. Sa

271'1
/F~dr:/ —dt=1
r 0o 2

som inte &r noll. S& vektorfaltet dr inte konservativt.
Svar: Vektorfaltet 4r exakt men inte konservativt.

Problemet &r hir att vektorfiltet F = (ﬁiﬂz, rQ—f—yz) #r singulért i origo. Det
gar inte att komma undan denna singularitet genom att omdefiniera omradet
ty integrationen sker i en cirkel runt denna punkt. I nista exempel med samma
vektorfilt gar detta bittre.

Exempel 12 Berdikna fF F-dr diF = (ﬂ_—fyz, Iz—f_yz) och da T dr kurvan frin
(1,1) tall (1,-1).



Har har vi samma vektorfilt, vilket dr konservativt pa omradet D = {a >
3}. Detta omréde &r enkelt sammanhéngande och F #r deriverbar 6verallt i D.
Vi berdknar kurvintegralen genom att beriikna en potential U(z,y) till F.

vy __1_—v
PSP TyEP A

Detta ger genom z-integration att

Uz,y) =— arctang + f(y).

Har ér f(y) nagon funktion av y. Derivation m.a.p. x bekriiftar detta. Deriverar
vi nu m.a.p. y sa fas

, 0 T
U, = 8—y(—arctan§+f(y))
1 !/
= CPEE W
= %_Fyg+fl(y)-

Med f'(y) = 0 sa far vi U, = Q(=,y). S& vi har potentialen
U(z,y) = —arctan z
Yy
Da ar

/F-dr — U1 - U, 1)

= arctanl — arctan(—1)
™ 7T ﬂ'

11Ty
Svar: [ F.dr=7.

18.5 Beridkningsmetoder av kurvintegraler

En metod finns alltid: att séitta in en parameterframstillning av kurvan och
berikna enkelintegralen enligt definitionen av kurvintegral.

Om kurvan dr sluten och vektorfiltet deriverbart overallt i det inre sa kan
Greens formel anvindas.

Om kurvan inte dr sluten kan kurvan kompletteras sa den blir sluten och pa
s sitt att vektorfiltet #r deriverbart overallt i det inre. Da blir resultatet tva
integraler, en dubbelintegral fran Greens formel och en enkelintegral éver det
kurvstycke som lades till.

Om faltet dr konservativt kan man byta kurva mellan de tva punkterna till
vilken kurva helst inom det omrade dér vektorfiltet dr definierat. Man kan da
ocksa beriikna en potential, som i det senaste exemplet.
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