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23 Konservativa filt i R? och rotation

23.1 Potential
23.1.1 Tva dimensioner (2D)

I tvA dimensioner definierade vi ett vektorfilt som konservativt om kurvinte-
gralen av filtet endast beror pa start- och slutpunkt, och inte av vilken vig vi
tar mellan de tva punkterna:

Sats 1 Antag att F dr ett vektorfdlt fran R? till R?> som dr definierad i ett
oppet och sammanhdngande omrade D. Om

/F~dr:/F~dr
r Y

for alla kurvor T och v med samma start- och slutpunkt, sa dr vektorfdltet kon-
servativt. Kurvintegralen dr da oberoende av vdgen.

D& kan vi definiera en funktion U(x,y) s& att

(z2,y2)
/ F.-dr =U(z2,y2) — U(z1,11).
(z1,91)

Denna funktion kallas en potential U(z,y) till det konservativa vektorfiltet
F(x,y). Genom att derivera U m.a.p. en variabel, och siitta in definitionen av
potential (alltsid kurvintegralen ovan), sa kan vi létt visa att det méste vara sa
att

U, = Poch

U, = @,

Sa om F har en potential U sa géller att VU = F.

23.1.2 Tre dimensioner (3D)

Ovanstaende resonemang kan genomftras pa samma sitt i tre dimensioner.

Saledes

Sats 2 Om F = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(z,y,2)) dr ett konservativt vektor-
falt fran R? till R3 definierad i ett oppet och sammanhingande omride D om
kurvintegralen dr oberoende av vdgen, dvs

/F-drz/F-dr
r vy



for alla kurvor T' och ~v med samma start- och slutpunkt i D. Dd finns en
potential U(x,y, z) sd att

slutpunkt
/ F - dr = U(slutpunkt) — U (startpunkt).

tartpunkt

och VU =F, dus

u, = P
U; = Q, och
U, = R

23.2 Rotation och Stokes sats
23.2.1 Greens formel (2D) och rotation (3D)

Ater till tva dimensioner. Dir vi har Greens formel

]{F -dr = //(va — Py)dxdy,

T

Om F har potential U sa giller att F =(P,Q)= (Uy,U,). Sitter vi in U detta
i uttrycket @}, — I;, integranden i Greens formel, sa far vi

Q, ~ R, =UJ, ~ U, =0.

Att integranden ldngs varje sluten kurva dr noll &r samma sak som att kurv-
integralen #r oberoende av vigen, ty tva olika kurvor mellan samma punkter
som inte skiir varandra kan séttas ihop till en sluten kurva.

Om Q), = R, giller sa kallas vektorfiltet exakt. Om omradet D &r enkelt
sammanhéngande (saknar hal) si giller att om @, = P, sa har F en poten-
tial U. Alltsa: under forutsittning att omradet ér enkelt sammanh#ingande s&
implicerar "vektorfiltet dr exakt" att "vektorfiltet har en potential".

Det betyder att Q) = P, #r ett villkor for att det existerar en potential
U. Villkoret har den nackdelen att det inte &r stor hjélp for att berikna denna
potential.

Denna egenskap, att vektorfiltet dr exakt, kan inte lika sjélvklart generalis-
eras till tre dimensioner som resonemanget om potential ovan. Men det begrepp
vi behover hir #r rotationen till F = (P, @, R). Vi har redan definierat rotatio-
nen, som

rot F=V xF = (R; -Q.,P.-R,,Q. —P;).
Vi kan betrakta ett tvidimensionellt vektorfilt F = (P(x,y), Q(z,y)) som ett
tredimensionellt genom att ldgga till en tredje komponent som &r noll:

(P(z,y),Q(z,y),0).

Skillnaden mot ett tredimensionellt vektorfilt (P(x,y, 2), Q(x,y, 2), R(z,y, 2))
dr alltsd att R = 0 samt att P och @ #r oberoende av z. I rotationen av ett



sddant vektorfiilt 4r da alla derivator av R noll (ty R = 0) och alla derivator
med z dr noll (ty oberoende av z). Da ar (R}, — Q., P, — R.,Q;, — P,) = (0 —
0,0-0,Q, — Py), sa

rot F=V xF =(0,0,Q, — P,),

Rotationen av ett tvadimensionellt vektorfilt som ér lyft till tre dimensioner
har alltsé bara en z-komponent, och den komponenten #r just den storhet som
forekommer i Greens formel.

Sa i tva dimensioner giller att "rotationen av F &dr noll" &r samma villkor
som att "F dr exakt". Vi ska se att detta giller d&ven i tre dimensioner, hér har vi
var generalisering. Vi kan lyfta Greens formel fran en sluten kurva i planet till en
sluten kurva i rummet. Da far vi Stokes sats: Hir ér den slutna kurvan kanten péa
en eventuellt buktig yta, som exempelvis kanten till en halvsfir. I Greens formel
har vi integranden Q’, — P, vilken &r z-komponenten av rot F = (0,0, @, — P,).
Denna komponent far man kvar om man tar skalérprodukt med z = (0,0, 1), som
4r normalriktning till ytan i planet R2. Alltsa: Q" —P, =(0,0,Q,—P,)z = (rot
F)-Z (= V x F-Z, ty vi har ju tva beteckningssétt: rot F =V x F).

I Greens formel har vi alltsa en likhet mellan en kurvintegral fr F - dr och
en dubbelintegral over ett ytstycke i planet. Denna ytintegral har integrand
som &r ett vektorfilt (ndmligen V x F) skaldrt med en normalriktning — det
dr alltsa en flodesintegral. Vektorfiltet ér inte F utan V x F. Detta ér Stokes
sats, en likhet mellan en sluten kurvintegral 6ver F och en flodesintegral dver
V x F pa ytan innanfor den slutna kurvan.

Sats 3 (Stokes’ sats) OmF = (P, Q, R) dr ett vektorfalt som dr kontinuerligt
deriverbart dverallt pa en yta S med kant T, sd gdller

frear— [[ v xrpas
3

r

Vi forutsdtter att S ar en reguljir yta, att kanten T' dr enkelt sammanhdngande
och att S och T' har samma orientering.

Att S och T har samma orientering méste kommenteras, eftersom vi talar
om olika typer av orientering. En ytas orientering dr vilken sida normalriktnin-
gen befinner sig, medan en sluten kurvas orientering dr vilken riktning kurvan
genomlops. Kurvan har positiv orientering om omradet befinner sig pa vinster
sida om kurvan da den genoml6ps. Positiv orientering av kurvan knyts till en
normalriktning pa ytan pa samma sétt som positiv led i planet kopplas till pos-
itiv z-riktning — se ovanstaende diskussion av Greens formel som rotationen av
ett tvadimensionellt vektorfilt. Om detta giller har S och I' samma orientering.

Skiss av bevis: Analogt med Gauss sats ér Stokes sats faktiskt en summa av
tre likheter. Sétter man

F=(P,Q,R)=(P,0,0)+ (0,Q,0)+ (0,0, R)



och tillampar satsen pa var och en av (P,0,0), (0,Q,0) och (0,0, R) i taget, s
dr Stokes sats for vektorfiltet(P,0,0) pastaendet

7{ Pda— / / (0, P, —P!)-adS.
r S

Detta kan bevisas visentligen genom att sidtta in en parameterframstillning i

7{ Pdzx och att anviinda Greens formel i parametrarna. Det ger en dubbelinte-

gral som visar sig sammanfalla med / / (0, P, —P,)-ndS, som framgar genom

att séitta in en parameterframstillning for ytan.

23.2.2 Flodesintegral oberoende av ytan

Nagot som kan tyckas miérkligt med Stokes sats dr att man kan anviinda olika
ytor som har samma kant. De tre f6ljande ytorna har samma kant

Kanten ér hér en cirkel i xy-planet. Flodesintegraler dver dessa tre, S; S
och S5 dr forstas // V x F-ndS, // V x F-ndS och / V x F-ndS.
51 Ss Ss

Om de har normalen riktad &t samma hall s& dr alla lika med samma kvantitet
enligt Stokes sats, ndmligen ¢ F -dr :

r

%Fdr://VxFﬁdS.
S

r

Detta kan formuleras som att flédesintegralen ér oberoende av ytan med
en viss given kant. Detta i analogi med kurvintegralernas oberoende av viigen
med vissa givna start- och slutpunkter. Det géller inte i allménhet men alltsa
alltid om filtet i flodesintegralen ér en rotation: V x F.



23.2.3 Potential och vektorpotential
Enligt Stokes sats far vi alltsd om V x F = (0,0,0) att

j{F-dr://(o,o,O).ﬁdszo.
T S

Sa om V x F = 0 sa dr kurvintegraler pa slutna kurvor noll, dvs kurvintegralen
av F #dr oberoende av viigen, i vilket fall vi vet att det finns en potential.

Saledes foljer fran Stokes sats att: om filtets rotation dr noll si &r
kurvintegralen oberoende vigen. Filtet dr di en gradient, dvs det
har en potential.

Vi sag i samband med Gauss sats att om divergensen #r noll ér flodesin-
tegralen noll 6ver en sluten yta. Det &r samma som att flodesintegralen &r
oberoende av vilken yta vi fyller i randkurvan med — den &r oberoende av
ytan i den ovanstaende definitionen. I analogi med potentialen U,som ér sa-
dan att F =VU (alltsa, filtet F &r en gradient), finns det ibland ocksa en s.k.
vektorpotential, dvs ett vektorfilt A sa att V x A = F. Vektorpotentialen
existerar just om divergensen &r noll. Utan att ga in i detalj ndmner vi den
foljande motsvarigheten: om filtets divergens &r noll si &dr flédesinte-
gralen oberoende av ytan. Filtet &r di en rotation, dvs det har en
vektorpotential.

23.3 Losta exempel

Exempel 4 (1113) Undersok om F(z,y, z) = 322y +y? +y, 2% +2zy2z + 2, 22)
ar konservativt, och berdkna en potential om sd dar fallet.

Losning: Vi har tre ekvationer for potentialen:

DU, = 3a%y+y’+y
2)U, = 2°+2ayz+a
YU, = 2z

Vi far genom att integrera den forsta ekvationen m.a.p. x
U=azy+a(y’+y)+ f(y,2).
Derivering av detta m.a.p. y och jimforelse med ekvation 2) ger ekvationen
2+ a2y + 1)+ f)(y,2) =2 + 2wyz + .
Alltsa:

fyly,z) = 2myz+a—=z(2y+1)
= 2zxy(z—1).



Detta ér en orimlig ekvation, ty vinsterledet f,(y,z) beror inte pa = men
hogerledet 2xy(z — 1) gor det. D4 existerar det inte nidgon potential.
Svar: Det existerar inte nagon potential.

Exempel 5 (1114) Betrakta F(z,y, z) = (2ze™Y, —cos z — x%e ™Y, ysin z). Visa
att vektorfiltet har potential, och berdkna den potential som har virdet 3 i punk-
ten (1,0, 7).

Losning: Vi har forstas tre ekvationer som potentialen maste uppfylla om
den finns:

U, = 2ze?

/ _ 2 —y
Uy = —cosz—z‘€
U, = ysinz.

Hér ger integration av den forsta ekvationen
U=2x%"Y+ f(y,2).
Derivering m.a.p. y ger
—z?e Y + fi(y,2) = —cosz —x’e Y,

alltsa
foly,2) = —cosz.

Integration m.a.p. y ger

fy,z) = —ycosz+ g(z).
Notera integrations"konstanten" g(z). Inséttning av f(y, z) = —ycosz + g(z) i
U=z%""Y+ f(y,2) ger
U=ux%"Y—ycosz+g(z).
Derivering m.a.p. z ger nu med den tredje ekvationen
ysinz + ¢'(z) = ysin z,
alltsa
g (z) =0.
Vi kan ta g(z) = C, och vi har potentialen

2

U(z,y,z) =az°e¥ —ycosz + C.

Med villkoret U(1,0,7) = 3 kan vi bestdmma C. Det ger
3 = 12679 —0cosm+C, dvs
c = 2

2

Svar: U(z,y,z) = z%e ¥ —ycosz + 2.



Exempel 6 (boken: 11.13b) Berikna %F -dr dd F(z,y,2) = (2,2%,2) och T

r

dr skdarningskurvan mellan 2% +y? =1 och (v +1)2+y?+2%2 =4 da z > 0. Kur-
vans orientering bestims att att punkterna (1,0,0), (%, @, 1) och (%, f‘ég, 1)
genomlops i denna ordning.

Lésning: I foljande figur dr de tva ytorna och de tre punkterna (1,0,0),

(3, @, 1) och (3, —@, 1) markerade med tkande storlek.

Inséittning av 22 +9y? = 11 (z+1)?+9°+22 =4, dvs 22 + 20+ 1+y% +22 =4
ger 22 +y? =1och 22+ 141+ 22 =4, dvs z =1 — 122. Med Stokes sats far
vi VX F =(0-2z1-1,0) = (—22,0,0) att integrera over ytan z = 1 — $2%
Ytan har parameterframstillning

r = X

z = 2(1—x)

och 22 +y? < 1. Paytan har vi Vx F = (—22,0,0) = (=v/2z,0,0). Vi integrerar
alltsa grafen till z = \/g, da en normalriktning dr n = (—f;, —f;, 1), dvs
1

—F,0,1).
( 2(1 — x) )
Normalriktning i z-led (med positiv z-komponent) stimmer med kurvans genom-
loppsriktning och och hur de tva ska stimma verens i Stokes sats.
Enligt Stokes sats ér ntegranden foljande skaldrprodukt:

VrxFR = (-2 2(1—m),0,0)~(ﬁ,0,1)

= -2



Vi far dd med Stokes sats

%F-dr = / V x F-ndS

r S
//(—Q)dajdy
Si

= —2(arean av enhetscirkeln) = —27.



