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24 Integraler av masstyp

24.1 Kurvintegraler av masstyp

Vi har hittills studerat en typ av kurvintegral, fF F - dr, dér vi integrerar den
komponent av ett vektorfilt F som &r tangentiell till kurvan (-dr) i punkter
pa kurvan. I en linjeintegral (=kurvintegral) av masstyp integrerar vi inte ett
vektorfilt F:R? — R? utan ett skaldrt filt f : R® — R. Vi summerar helt
enkelt viirdena av funktionen f(z,y,z) lings kurvan. Alltsé:

Definition 1 En kurvintegral av masstyp f : R> — R dr en integral av
typen

b
[ rws = [ wix e
r a
dar T' dr en reguldr kurva med parameterframstdllning r(t), frint = a till t = b.

Hér dr ds = |r/(¢)|dt kurvelementet. Vi paminer om att f: v/ (¢)|dt dr kur-
vans langd.

Antag att f(z,y,z) endast beror pa z, vi har alltsd f(x). Antag ocksa att
T 4r ett intervall pd x-axeln med parameterframstéllning r(t) = (¢,0), s& far vi
[r'(t)] = |(1,0)] = 1. Det ger

/Ff(r)ds = /abf(t)-l-dt

/a ’ Foye

som alltsa #r en vanlig enkelintegral. Man kan dérfor tolka fr f(r)ds som arean
under f p& kurvan I'. Detta ér en helt annan innebord #n kurvintegralen
JpF -dr.

I foljande figur har vi till véinster en yta over ett intervall pa z-axeln, som

dr den vanliga tolkningen av en integral fab f(z)dz. Till hoger har vi en yta over
en cirkelbage, som &r en kurvintegral av masstyp fr f(r)ds.
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Cirkelbagen betecknar vi i [i. f(r)ds med I, och f(z,y,z) &r hojden i punkten
(2,9, z) pa kurvan. Funktionen f #r en funktion av tre variabler, men pa kurvan
har vi sammansittningen av (z(t),y(t), z2(t)) : R — R3> med f : R® — R, namli-
gen funktionen f(z(t), y(t), z(t)) som &r en funktion av en variabel — parametern
t.

Exempel 2 (1130) Berikna kurvintegralen [ \/2? + y? + 22ds dér T dr strickan
fran (0,0,0) till (a,b,c).

Losning: Hér har vi en riit linje, s en parameterframstéllning ar

r = at
bt
z = ct.

D& far vi (0,0,0) vid inséittning av ¢ = 0 och (a, b, ¢) vid inséttning av ¢ = 1.
Saledes: eller annorrlunda uttryckt r = (at, bt, ct).

Vi ska beréikna fab f(r)|r'(t)|dt. Funktionen /22 4+ y? 4 22 dr pa linjen f(r),

dvs
f(r)/(at)? + (bt)2 + (ct)? = Va2 + b2 + c2t.

Vi slipper [t] hir ty 0 < ¢ < 1. Vidare ger r = (at, bt, ct) att

r'(t) = (a,b,c), s&
I’ ()] = Va?+b2+c2.

Inséttning i f: f(r)|r'(t)|dt ger nu

1
/\/a2+b2+c2t\/a2+62+02dt
0
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Svar: [] f(r)r'(t)|dt = S+,

Exempel 3 (1130) Berikna kurvintegralen fF ye *ds dar T' dr kurvan z =
In(1+¢?), y =3 — ¢t + 2arctant, ¢ fran 0 till 1.

Losning: Vi har foljande kurva,

Kurvan I', fran start (o) till mal (O).

och funktionen ye™® har féljande viirden pa kurvan:

Vi ska alltsa riikna ut den buktiga arean. Hér dr den cylindrisk i meningen
att den &r rit i en dimension, och dirfor kan vecklas ut till ett plan utan att
arean éndras. Detta &r som bekant inte mojligt med exempel en sfirisk yta.



Vi ska berikna f;f(r)|r’(1€)|clt7 s& vi behover forst r'(t) och sedan |r'(t)].
Parameterframstéllningen = = In(1 + %), y = 3 — ¢ 4+ 2arctant, alltsa r(t) =
(z(t),y(t)) = (In(1 + ¢?),3 — t + 2arctant) ger

2t 2
/
t)=(—=,-14+ ——).
() = (g -1+ )
Har ar —1 + # = %‘téz + # = L_r—g Alltsa:
2t 1—¢2
"2 = 2 2
42 +1—2t2 + 14
{utveckla} = le whp o {kvadrat-
(1+1t%)?
komplettera} = m =

Insittning av (z(t),y(t)) = (In(1 +¢2),3 — t + 2arctant) ger

f(z,y)

Sa integralen blir

/ ye Tds
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ye
(3 —t+ 2arctant)e” In(1+£%)

(3—t—|—2arctant)l+t2.
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3 —t+ 2arctant)——=1dt
/0( + arcan)l+t2
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31t
/—dt+2/ arctant
0 0
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Vi far beriikna de tva integralerna var for sig. Vi far foérst

3—t
14 ¢2

/

ty arctan1 = 7.

dt
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Den andra termen kan beriknas med partialintegration, om arctant de-

riveras (till ?1#) och # integreras (till arctant):
! 1 ! 1
2 [ arctant——dt = 2[(arctant)?]} —2 [ arctant——dt
0 1+¢2 0 1+¢2

2(arctan 1)? — (samma integral!).



Genom att flyttta samma integral till viinsterledet far vi

1 m
=2(-)2
+t2dt (4)’

1 1
1
2/0 arctant1+t2dt+2/0 arctantl

alltsa

1 tant 1 dt
arctant——dt = —— = —.
0 1+ ¢2 1216 32

Saledes har vi

Svar: [Lye "ds=3Z —1ln2+ g—; (= 2.318).

24.2 Ytintegraler av masstyp

Vad giller ytintegraler har vi endast studerat arean av en buktig yta [ |/, xr/ |dudv
samt integraler fr F-ndS, som ofta kallas en normalytintegral. Hér integrerar
vi den komponent av ett vektorfialt F som #r normal till kurvan (-n) i punkter
pa ytan.

I en ytintegral av masstyp integrerar vi inte ett vektorfilt F: R® — R3, som
i [ F-ndS,, utan ett skalért filt f : R® — R. Vi summerar helt enkelt virdena
av funktionen f(z,y,z) pa ytan. Alltsa:

Definition 4 En ytintegral av masstyp f : R® — R dr en integral av typen

/ f(r)dS = / f(r)|r!, xr! |dudv

s D

dar S dr en requldr yta med parameterframstillning r(u,v), dir (u,v) € D.
Hér ar naturligtvis |r), xr) |dudv ytelementet.

Exempel 5 (1185b) Berikna ytintegralen fs(y + 22)dS dar S dar den del av
planet 2x + 3y + 6z = 12 som ligger i forsta oktanten.

Losning: Ytan S dr planet 2z + 3y + 62z = 12 begrinsat av x =0, y = 0
och z = 0. Sétter vi in dessa ekvationer far vi 3y + 6z = 12 (dvs y + 2z = 4),
2z + 6z =12 (dvs 4+ 32 = 6) och 2z + 3y = 12.

Om vi tar = och y som parametrar (vi kan ocksa kalla dem u och v) s& &r

1
= 2 —_ = —_ =
‘ 37 2Y
en parameterframstéillning (om vi kallar parametrarna w och v har vi alltsa
xzu,yzvochz:2—%u—%v), dér = och y begrinsas av x =0, y = 0 och
2z 4+ 3y = 12.



Integrationsomradet.

Integrationsomradet #r kan alltsd beskrivas som 0 < x < 6,0 <y <4 — %x
alternativt som 0 <y <4,0<z <6 — %y
Vi kan skriva denna #ven som

1 1
= 2 _— _—— .
r=(z,92-32-3Y)
Vi ska beréikna [, f(r)|r}, xr)|dudv. Funktionens vérden f(r) pa ytan S far
vi genom att sétta in parameterframstéllningen:

1 1
2
= 4— —zx.
33:
Hir ar
, 1
r, = (1,0,—=) och
3
1
r;/ = (0717_5)7
sa
11
r,XT, = (5,5,1)7 och
11 1 1
), xry| = |(§7§71)\: §+Z+1
B 4+9+4+36 Qiz
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Dé har vi alla ingredienser i [}, f(r)|r, xr} |dudv.. Vi far

/Df(r)\r;xr;uudu _ //4 4——3; dxdy
- —/(/ (6 2)dady
T

72,
4——:E)dac — (gx — 8z + 24)dx
0

9
7.2
= —[Za® 42?424
9[9 z? + 247§
7.2
= —(=--108—-4-36+4+24-6
9(9 + )
_w
= 5
Svar: [ f(r)|r), xr)|dudv = 2.

Exempel 6 (1130) Berikna ytintegralen [¢(x* + y*)ds dir S dr konen z* =
2 +9y?di0<z<1.

Losning: En parameterframstillning for konen ér

r = rcost
y = rsint
z = r

med 0 <t < 27 och 0 < r < 1. Denna parameterframstillning uppfyller ekva-
tionen 22 = 22 4+ y2 — insittning bekriftar det med hjilp av en trigonometrisk
etta. Med r(r,t) = (rcost,rsint,r) far vi

r,. = (cost,sint, 1) och
r, = (-rsint,rcost,0),
sé
r.xr, = (cost,sint,1) x (—rsint,rcost,0)
= (—rcost,—rsint,r), och
i, xx) > = r?cos®t+r7sin’t +1”
= 277

Integranden x2 + 42 blir 22 + y? = r2, sa vi far

[ sowoaiaae = [ [ Ve
= wi[%] _

E_i'

s

Svar: [, f(r)|r), xx} |dudv = %



