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13 Generaliserade dubbelintegraler

13.1 Generaliserade enkelintegraler

Integrerbarhet ér definierat for funktioner som &ér begrinsade och definierade
pa ett dndligt intervall. Detta kan i manga fall utvidgas, pa tva sitt: till till
obegrinsade intervall och till funktioner som inte #r begrénsade.

13.1.1 Obegriénsade intervall

Om f(z) dr integrerbar pa alla dndliga delintervall till (a,00) s& kan man
definiera den generaliserade integralen faoo f(z)dz som griansvirdet

00 N
/a f(z)dr = A}gnoo ’ f(x)dx.

D dr [ f(x)dx dr konvergent om grénsvéirdet limy oo faN f(z)dz existerar

som ett egentligt grinsviirde. Annars dr integralen divergent. Man loser allts&
en vanlig integral, faN f(z)dz, och betraktar sedan grinsvirdet av detta da
N — oo. Pa helt analogt sdtt kan vi definiera den generaliserade integralen
[, f@)de.

I egenskap av griinsviirde finns det for generaliserade integraler jimforelsesatser,
varav den enklaste ér den foljande:

Sats 1 Antag att funktionerna f och g dr integrerbara och begrinsade pa alla
andliga delintervall till [a,00). D@ gdller féljande:

1. OmO0 < f(z) < g(x) och [° f(z)dx dr divergent, si dr [ g(x)dx diver-
gent.

2. Om 0 < f(z) < g(x) och [ g(x)dx dr konvergent, si dr [ ° f(z)dx
konvergent.

I 2. till exempel, &r avsikten att f(x) &r en komplicerad funktion, som
flx) = \/ﬁ som man far besked om (" [ f(z)dx konvergent") med hjlp

av en enkel funktion, som g(x) = L. For det maste vi ha en viss olikhet, vilket

. . 1
giller i detta exempel, ty 0 < T <<

Foljande enkla generaliserade integraler anviinds oftast att jimfora mer kom-
plicerade integraler med (% svarar mot a = —1).

Sats 2 floo x*dx ar konvergent om a < —1, och har dd vdrdet —%ﬂ. Om a >
—1 dr integralen divergent.



Satsen kan ldtt visas ty integranden &r létt att integrera.
Det betyder exempelvis att fl ! dw 4r divergent (a = —3), men f1 — \/—dac

dr konvergent (a = —%) Gransfallet ar fl }de,som dr divergent. Detta &r

ganska omojligt att avgora fran en figur:

AN

-1/2 _ _1 -1 1 —3/2 1
:I: iy = =

En integral dr alltsd konvergent om det finns tal som areans storlek aldrig
passerar hur stort integrationsintervall man én tar for denna area. Integralen ér
divergent om arean passerar alla grinser vid 6kande integrationsintervall. Detta
giller positiva funktioner.

13.1.2 Obegriénsade funktioner

Om vi har en funktion f(x) som #r obegrinsad pa intervallet (a,b), men be-
grinsad och integrerbar pa (a + e,b) for alla e > 0 och ¢ < b — a, s& kan vi

definiera den generaliserade integralen f; f(z)dz som

/f o=t [ f@)ds

a+e

Om detta grinsviirde existerar siger vi att fab f(z)dz ar konvergent, annars ir

f; f(x)dz divergent.

P& motsvarande siétt kan en integral vara generaliserad i hogerdndpunkt,
eller i nagon annan punkt i intervallet. Den foljande integralen ér generaliserad
i x =0, och &r ett vanligt jimforelseobjekt for motsvarande jamforelsesats.:

Sats 3 fo x%dx dr konvergent om a > —1, integralen har dd virdet —. Om
a < —1 dr integralen divergent.

Saledes dr fol ﬁdw konvergent men fol ﬁdm dr divergent. Notera att vi
hér har ett annat integrationsintervall én ovan.

13.2 Dubbelintegraler

I dubbelintegralfallet gér man pa analogt séitt som for enkelintegraler.



13.2.1 Obegréansat omrade

Ett omrade D i R? dr begrénsat om det finns en cirkelskiva Cp = {y/22 + 32 <
R} (med en tillriickligt stor radie R) sa att hela D ligger i cirkelskivan: D C Cg.

Ett omrade #r obegrédnsat om det inte ér begrinsat. Men da édr D N Cpr
(punkterna som ligger i bade D och Cg) ett begrinsat omrade, och om vi
later radien R i Cr gd mot oédndligheten far vi till slut hela D. Om D #r
obegrinsat definierar vi den generaliserade integralen pa detta sitt, alltsa som
ett grinsvirde av integraler pa begridnsade omraden:

[[ t@wdots = g [[ s)dody.
D

DNCgr

Om grianviirdet existerar ér den generaliserade integralen konvergent, annars
divergent.

Exempel 4 Berdkna integralen // e‘xz_yzdxdy ddr D dr hela planet.
D

Hér har vi ett 20be;gréinsat omrade — hela planet. Denna integral kan skriva
som [7 [7 e ¥ dxdy. Vi anvinder polira koordinater

{ z = 7cosb

y=rsinf

da vi har dzdy = rdrdf, och far pa ett cirkelomrade Cp = {\/22 + 42 < R}

med 22 + y? = r?:

5 5 27 R R
// e Vidady = / d9/ e " rdr
0 0
1

DNCgr

= 2W[—56_T2](}f‘ =m(l— e_Rz).

2 o o o .
B® _,0da R — oo sa far vi

// e_“JQ_deacdy =.
D

Kommentar: Som bekant saknar funktionen e~ en enkel primitiv funktion.
Men om vi noterar att

/ / efI?nyd;rdy / e d$/ eV dy

o0
{bara olika integrationsvariabel} = ( / e_““*zclnc)27

— 00

Men eftersom e~



sé foljer fran detta att ([~ e~ dx)? = 7. Saledes:
/ e " dr = /7(~ 1.7725).

Det gar alltsa att berikna denna integral exakt, trots att e~ saknar primitiv
funktion. En annan konvergent enkelintegral ir

< 1
Lm mdm = [arctan z|* = I (—=)=m.

s e~ = /7 och s zzlﬂda: = .

Notera att vi beriknade virdet av ffooo e dx genom att ga via en dubbe-
lintegral och anvénda poldra koordinater. Faktorn r som tillkommer, funktion-
aldeterminanten, gor att den uppkomna integranden har en primitiv funktion.

13.2.2 Obegrinsade funktioner

Om f(x,y) dr obegrinsad endast i en punkt (a, b) i integrationsomradet D s& tar
vi bort denna punkt med en cirkel C,(a,b) med liten radie & som har centrum i
(a,b). Vi integrerar 6ver aterstoden D — C. (D "men inte" C., alla punkter i D
som inte ligger i C;). Nir vi later ¢ — 0 far vi hela D utom méjligen punkten
sjdlv, men det spelar ingen roll eftersom en enstaka punkt #r en nollméngd.
Detta dr en definition av generaliserade integral av en obegrinsad funktion:

[[ t@vdoty=tim [[ t)dody.

DNC.

Om grinviirdet existerar dr den generaliserade integralen konvergent, annars
divergent.

For losningsmetoderna betyder inte detta mycket eftersom man tar stillning
till de grénsvirden som dyker upp vid insédttning av grinsvirden. Jamfort med
insdttningen av grénsen oo ovan som dr arctanoco = %, sa representerar detta
naturligtvis ett kort sétt att skriva ett grénsvéirde: lim, o arctanx = 3.



.. 1 — 2 2 <
Exempel 5 Berdkna // rmdmdy om D = {z* +y* <1}
D

Losning: Detta ér en generaliserad integral ty integranden \/x;Tyz ir 0o

i punkten (0,0). Hér dr poldra koordinater lampliga bade for omrade och inte-

grand. Vi far:
21 1
/ de / 17’d7"
0 o T

= 2w-1=2m.

dxdy

=

Man kan observera att vi i denna l6sning inte behévde berikna nagot griansvirde
alls.

Svar: // L_dxdy = 2.
D

Va2 ty?
Vi studerar hiirnést en nagot generaliserad version:
Exempel 6 For vilka a dr //(\/x2 +y2)%dxdy konvergent, om D = {x? +
D
y? <1}?

Losning: Detta ér en tvadimensionell motsvarighet till integralen fol z*dz,som
ar konvergent om och endast om a > —1.

27 1
//(\/ x? 4 y2)%dxdy / d9/ rerdr
0 0
D

1
1
= 27r/ rotldr = 27 [——7r""?]}
0 a+ 2

a+2).

2
= I (1—-limr
a+2 r—0

Eftersom vi har a+2 i nimnaren maste vi undanta fallet 42 = 0. Den undre
grinsen ger hir grinsvirdet lim, .o7%"2 enligt definitionen av generaliserad
integral. Detta grinsvirde dr konvergent om exponenten &r positiv, dvs a+2 >
0, och divergent om a + 2 < 0. Fallet a = —2 far vi undersoka speciellt:

2 1
//(\/:c2+y2)_2dxdy = / do %rdr
P 0 o "
"1
= 27r/ —dr =27(1 — limIn7r)
o T r—0

som inte #dr konvergent.



Svar: / / (Va2 + y?)%dady &r konvergent d& a > —2 och divergent annars.

D
Pa analogt séitt kan man visa att om D istéllet dr omradet utanfor en-
hetscitkeln, D = {2? + y? > 1}, s& &r //(\/x2 + y2)*dxdy konvergent om
D

a < —2 och inte annars.
Exempel 7 (937c) Berdkna // Ty dedy dir D = {0<z <1}

Losning: Hir dr omradet en odndligt lang vertikal remsa, mellan de tva
lodrita linjerna * = 0 och x = 1. Vi tillater alltsd y — oo och y — —o0 i
omradet. Integranden blir nog enklare med substitutionen

U=z
v=x—2y
Notera att omradet forblir enkelt, det blir nu 0 < u < 1 eftersom v = x. Denna
substitution har funktionaldeterminant

R o
Men vi behover for dubbelintegralen omvind funktionaldeterminant, som &r
o zy 1 1
A(u,v) % 2

I dubbelintegranden sétter vi in absolutbeloppet av funktionaldeterminan-
ten, sa hir dyker 1 upp, och inte —%. I gengiild integrerar vi fran —oo till co
och inte tviirtom, vilket annars vi borde gora i v-led eftersom v = x — 2y gor att
v — —o0 da y — o0,

Vi far alltsa

1 ')
T u 1
—__dxdy = ————dud
//1+(x_2y)2xy A[m1+ﬂ22uv

1 [t S|
= = d —d
2/0 ”“/_wwv? Y

2

_ 1 u 1 o'}

= sl lolarctanv] %,
11 7w s s

= 535 (3)=7

Svar: // H(;”Ty)?dxdy =1

Exempel 8 (937m) Berdkna //
1<y<az}

dxdy dir D = {0 <z < 4,z —

-1
v (4=z)(z—y)



oA

Losning: Denna integral dr generaliserad ty integranden #r obegrénsad pa tva
hela begrinsningskurvor, pa * = 4 och y = x har vi noll i nimnaren. Hér
ar en substitutionen v = x — y lamplig bade for integranden och for en av
begrinsningskurvorna. Sa 1at oss prova

U=
V=2 -y

Begrinsningarna av omradet dr 0 < z < 4 och x — 1 < y < z. Den senare ér
olikheterna z — 1 < y och y < x, som kan skrivas  —y <1 och 0 < x —y, dvs
0 <o < 1. Da har vi grianserna i v och v.

Vi far funktionaldeterminant

o(u,v) |1 0
- = 1-1=-2
A(z,y) ’1 1‘ ’
sa,
ONzy) 1 1
o(u,v)  2wv) — 9
9(z,y)
och

1
—dudv

dody  — /4/1;
Voo 0o Jo V4d—uv2

1
/| o=
141 | ) 0, _ v
— 5/0 74_udu/0 ﬁdv:{anvand /1} dv_a—&—l’
daraarf%} = %[*2\/4*143[2\/5](1)

(—2(0 — V4))(2(1 — 0)) = 4.

DO | =

dxdy = 4.

S : S —
var // b Vo))



Exempel 9 (9370) Berikna // ﬁe “Ydzdy dir D = {1 < 2% +y2,0<
y<mzy>z—1}

05 0 0s 1 &}

Losning: Vi har hér en cirkelbage och tva réta linjer. Vihar ocksad ndimnaren
(2 +y?)? att ta hinsyn till nir vi viljer variabelsubstitution. Med u = 2% + 2
fangar vi in cirkelbagen och en besvirlig del av ndmnaren. Med v = = — y
kommer grianserna att bli konstanter. Det kan vara virt att prova. Saledes:

u=a?+y?
v=x —y.

Vi far funktionaldeterminant

o(u,v) |2z 2y
= = 2x—2y=-2
alltsa
ANx,y) 1 1
— oup) :
O(u,v) el ~ 3zt y)

Eftersom vi har en faktor x 4y i integranden kommer dessa att ta ut varandra,
och vi behover inte uttrycka funktionaldeterminanten i u och v.

Grinsernay <z,y>ax—liar0<z—y=wvochl>z—y, alltsa 1> v.
Grénsen 1 < 22 4 42 blir v > 1. Sa dubbelintegralen blir

// §+y e Vdady = / /$+y“ dudv
(22 +y?) 2(z +y)

1
{z + y forsvinner!} = 5/ %du/ Y dv
1 0
1. 1.0,
= e
1 e—1
to-tme-ny = S




